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Nota 


En 1821 apareci6 publicada, bajo el titulo general de Curso de Andlisis 
de A L Cauchy, la primera parte del mismo, El andlisis algebraico. Esta 
primera parte esta conformada por 11 capitulos, mismos que se mte- 
graron a partir de las notas de los cursos dictados por Cauchy en la 
Escuela Politecnica. La segunda parte de este Curso de Andlisis nunca fue 
publicada, pero en 1823 se publican, tambien a partir de los cursos de 
Cauchy en la misma Escuela Politecnica, las Lecdones sobre el calculo 
infinitesimal , obra compuesta por 40 lecciones. Sobre la pertinencia de 
publicar en un solo volumen una seleccibn de las dos obras, que en cieito 
sentido fueron concebidas como obras independientes, habla con detalle 
la introduccibn, escrita por Jean Dhombres para esta primera traduccibn 


al espahol de los textos de Cauchy. 

Para la primera parte hemos seleccionado para su publicaciOn los 
caoitulos I. II, IV, V, VI, X y XI del Andlisis algebraico. Para la segunda 
parte las lecciones 3, 4, 6, 7, 12, 15, 19, 21, 22, 23, 26, 27, 32, 36 37, 38, 
y 40 de las Lecdones sobre el calculo infinitesimal. Para la traduccion nos 
hemos basado en tanto las ediciones originales, Cours dAnalyse, premise 
partic, LAnalyse Algebrique editado por la Imprimerie Royale tn 1821 
(reeditado en 1989 por Jaques Gabay, Paris) asi como el Resume des lefons 
sur le calcul infinitesimal editado igualmente por la Imprimerie Royale en 
1823. Asimismo tomamos en cuenta la versidn de las dos obras tal y como 
aparecen en los volumenes 3 y 4, respecrivamente, de la primera sene de 
las Obras Completas de Cauchy, (Euvres Computes, premiere serte, Gauthi- 


er-Villars, Paris. 



Introduction 


El rigor o como se construye 
una idealidad 


Jean Dhombres 


Cauchy como ejemplo de modernidad: 
un caso de escuela 


Primera parte del curso de analisis en la Escuela Real Politecnica, el 
Andlisis algebraico de Augustin Louis Cauchy es uno de los grandes textos 
matematicos que forman parte del patrimonio humano. Como un 
p6rtico, se articula con otras tres obras: el Rcsumen de leceiones sobre el cdlculo 
infinitesimal, las Lecdones sobre la aplicaddn del cdlculo infinitesimal a la 
geometria y las Leceiones sobre el cdlculo diferendal. Publicado en 1821 — los 
otros tres en 1823, 1826 y 1829 respectivamente— el Andlisis algebraico 
ha sido leido y releido por generaciones de matematicos; tanto los 
teoremas como los metodos y las definiciones fueron incorporados a 
todas las presentaciones del Analisis en el siglo XIX y en el siglo XX. Si 
en los textos contemporaneos figuran menciones a Cauchy, ellas hacen 
referenda en general a los resultados del Andlisis algebraico o del Cdlculo 
infinitesimal. Bourbaki, uno de los mas parsimoniosos autores en hacer 
atribuciones historicas, da lugar a varios “criterios de Cauchy”. Por 
ejemplo, interviene un criterio de Cauchy-Maclaurin 1 que es la com- 


Bourbaki, Fonciions dune variable rteUe, vol V, §4,1, prop. 3, p. 27, Paris, Herman, 1976. 
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paracibn de una serie J]/( » ) y de una integral j f(t)dten relaci6n 
a su convergencia o divergencia; otro criterio de Cauchy interviene para 
la convergencia de k«, con u„ ^ 0, a partir 2 del limite superior de 

n _ 

VUtt; hay todavia un criterio de Cauchy relativo a la convergencia de una 
sucesion general a partirdel comportamiento 3 de u n + k - ««■ Esta noci6n, 
junto con d(u n + *,«»), se conoce bajo el nombre de sucesi6n de 
Cauchy para la definicion de un espacio metrico completo. Otros 
manuales contemporaneos enriquecen esta lista, con la expresibn del 
producto de dos series enteras o los valores principales de Cauchy para 
una integral singular. La expresibn conocida como el “teorema de Cauchy” 
se refiere al resultado, fundamental en el analisis complejo, de que el valor 
de la integral de una funcibn holomorfa tornado sobre una trayectoria 
cerrada es cero, teorema que Cauchy obtuvo entre la publicacibn del 
Analisis algebraico y la del Calculo infinitesimal, lo que atestigua acerca de 
la impresionante fecundidad de la obra de Cauchy y explica la perma- 
nencia de su memoria en la practica matematica. Traductdo al aleman 
desde 1828 4 , el Analisis algebraico de Cauchy no fue traducido al ingles ni 
al italiano; sin duda porque los matematicos de entonces leian frances 5 . 
Un frances simple, por cierto, sin complicaciones, un lenguaje matema- 
tico eficaz y que suena muy cercano a nosotros; mas cercano que el de 
Euler, Lagrange o Laplace. Cauchy tenia veinticuatro anos cuando murib 
Lagrange y tenia ya once anos de ser miembro de la Academia de Ciencias 
cuando murib Laplace. Aqui esta pues, en su mayor parte, este texto; mas 
de ciento setenta anos despubs de su redaccibn, presentado en espanol 


2 Bourbaki, op. ciL, p. 28. 

3 Bourbaki, Topologit gmtralt, Paris, Herman, 1971, vol. 2, §3, n. 3, p. 151, prop. 6; vol. 3, 
§5, n. 2, teorema 1; vol. 3, §5, n. 6, p. 43. 

Lehrbucb der algebraiscben Analysis, trad. C. L B. Huzler, Konigsberg Bomuagen, 1828. 
Igualmente las Lecdones sobre el cakttlo diferendal fueron traducidas un poco despues, 
Vorlesungen uber die Dijferenzialredmung, trad. C. H. Schnuse, Braunschweig, G. Meyer, 1836 
y cuatro anos mis tarde aparecieron tambien las Vorlesungen iiber die Anwendungen der 
Infinitaimalrechnung auf die Geometric, trad. C. H. Schnuse, Braunschweig, G. Reyer, 1840. 

5 Es crelble tambien que la constniccibn propuesta por Cauchy respondia a las inquietudes 
matematicas en Alemania, donde la escuela combinatoria trabajaba el Analisis algebraico, 
mientras que en Inglaterra y en Italia no existia esta necesidad y a lo mas se interesaban en 
el trabajo de Lagrange tal y como se habla desarrollado en sus cursos publicados a fines del 
siglo XVIII. 
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gracias al trabajo de Carlos Alvarez, traduccibn seguida de las lecciones 
sobre el cdlatlo infinitesimal. La asociacion de estos dos textos es prudente. 


^Por que traducir? La construction de una idealidad 
y los errores de Cauchy 

^Cual puede ser hoy el interes de sacar a la luz estos textos cuya 
fuente, por llamarla de algun modo, parece habersele sacado ya todo el 
provecho posible? 6 Mientras que las matematicas han cambiado consi- 
derablemente, pues asi como la topologia y la teoria de los conjuntos han 
remontado ya al curso de Cauchy para revolucionar todo su contenido, 
igualmente el analisis no estandar de Abraham Robinson cuestiona al 
menos una parte del paso al llmites enmarcado por un calculo de 
desigualdades; el formalismo de e y 8 de Karl Weierstrass transcribja, 
desde el siglo pasado, las tecnicas de Cauchy y, en fin, el calculo diferencial 
ha sufrido muchas y muy fecundas transformaciones. 

Sin duda, la ciencia que se hace debe proteger su pasado pues se trata 
de una forma - modesta- de manifestar su mision de formar parte de 
una cultura. Argumento que no es despreciable, esas obras cientificas, 
dificiles en la epoca en la que aparecieron, nos resultan mas accesibles: 
nuestra cultura se ha ennquecido y, sin darnos cuenta, estamos mejor 
preparados para recibirlas. Recepcibn necesaria pues para subsistir en el 
patrimonio del pensamiento, las grandes obras deben ser retomadas, 
generacibn tras generacibn, comentadas, activadas en la memoria hu- 
mana. Una obra de Shakespeare que no sea revisada, comentada y vuelta 


6 Pocas fueron las ediciones del Andlisis algebraico despues dc su aparicion como Curso de 
Analisis de la Escuela Real Politecniat. Primera parte. Andlisis algebrako, Paris, Deburc Frires, 
1821,576 paginas. Primero cn las Obras CompletasdeAgustin L Cauchy, Paris, Gauthier-Villars, 
2a. serie t 3. Dcspucs una reproducci6n del curso bajo el mismo titulo en las Ediciones 
Jaques Gabay, Paris, 1989 yal siguiente ano una reproduced, tambiin bajo el mismo titulo, 
junto con una muy rica introduced de U. Bottazzini (p. XI-CLXV1I), lnstrumenu rationis. 
Sources for the History of Logic in the Modern Age, Ed. CLUEB , Bologna. 1990.. 

El Resumen de lecciones dictadas en la Escuela Real Politecnica sobre el Calculo Infinitesimal, 
aparecido inicialmente cn Deburc Fibres, Paris 1823,172 paginas, foe publicado en las Obras 
Compleias, 2a* serie t. 4, Paris, Gauthier-Villars, pp. 5-261. Una reedicion recicnte fuc hecha 
por ACL editores, Paris 1987, a la cual sc anadib la Memoria sobre las integrals definidas, 
tornados entre Itmites imaginarios, Paris, Dcbure fibres, 1825, 68 paginas. Despubs de cada cita, 
las referencias a las paginas de los dos cursos de Cauchy seran dadas entre corchetes. 
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a leer, seria una parte de nuestro patrimonio que destina a morir. Una 
traduccion es entonces una nueva visi6n, una transformation del hori- 
zonte, un viaje en donde las obras y los hombres se enriquecen. Esto que 
se hace justamente con las obras de arte y de la literatura, debe intentarse 
con las obras del pensamiento, aun cuando se trata de una obra ciendfica, 
ya que esas obras nos dicen hoy mucho mas de lo que encierran en un 
aspecto de pura, y muy rica, tecnica. 

La lectura del Analisis algebraico y de las Lecdones sobre el cdlculo 
infinitesimal puede abordarse esendalmente con una interrogation, la de 
la forma en la que los objetos matematicos toman realidad, se convierten 
en el referente de un pensamiento y adquieren el estatuto de universales. 
Cauchy invento la continuidad, aun cuando el termino se encontraba ya 
en la mente de los hombres al menos desde Aristoteles, pero su visibn 
constructiva ha modificado la nuestra, al grado que nos es dificil imaginar 
un mundo en el que su idea de la continuidad estuviera ausente. El fund6 
una idealidad. Esta no se quedo estatica y tomo un impulso tal que no 
hay ningun dominio matematico o de la fisica en el cual no desempene 
un papel. 

De este modo, y despues de haber formado a los matematicos, 
Cauchy ha sido tema de filbsofos e historiadores de las ciencias hasta 
nuestros dlas, y sin duda lo sera todavla por mucho tiempo como un 
caso particularmente bien documentado, un Euclides de los tiempos 
modernos del cual se sabria al menos algo, mientras que el Alejandrino 
es tan s6lo un nombre a la cabeza de un texto 7 . Yal igual que con Euclides, 
son los "errores” de Cauchy los que mas llaman la atenci6n, como las 
manchas que ensucian una tela que se creia tmpecable. El rigor anun- 
ciado 8 y reafirmado 9 de la obra se vuelve contra el autor, o mas bien 


La literatura referente a la obra de Cauchy es abundante, tan abundante como la obra 
misma, y supera al solo curso del Analisis algebraico. Por su esmero, dos obras encabezan 
las fuentes bibliograficas, la segunda complcta a la primera. R. Taton, Obras de Cauchy ; 2a 
serie T. XV, Paris, Gauthier-Villars, 1974, pp. 581-640. C. Gilain, J. Dhombres en Estudios 
sabre Cauchy (1789-1857), Revue d’Histoire des Sciences , L XLV-1, 1992, pp. 129-133. 

En cuanto a los metodos, he inlentado darles todo el rigor que se exige en geometria ” explica 
Cauchy en la introduction del Analisis algebraico. 

Para schalar el espintu de rigor de Cauchy, N. Bourbaki Heva a cabo una comparaci6n 
con sus predecesores: “Con las obras de ensehanza de Cauchy, en cambia, nos en con tram os en un 
terrenoya sShdo” (Elements d’histoire des mathematiques, Hermann, Nueva edicidn aumentada, 
Paris, 1974, p. 247). Carl Boyer quien intenta explicar la calificacibn de Cauchy como 
rigorista por su entusiasmo por publicar, da tambien su aval a esta posicion: “ Perhaps this is 




El rigor o c6mo se construye una idealidad 


IS 


permite tomarle ia palabra al autor en la elaboracion de su obra. No 
podian faltar pues quienes, buscaran limptar a Cauchy de tales manchas, 
ob amni naevo vindicatus segun la fdrmula del Padre Saccheri a principios 
del siglo XVIII a propbsito de Euclides y de su uso del postulado de las 
paralelas. No podian faltar otros que, buscando comprender los errores 
de Cauchy, los asuman para plantear una de las preguntas mas espinosas 
en la historia de las matematicas, la funcion positiva de los teoremas 
falsos en un cuerpo 16gico-deductivo en el que todo debe ser consistente, 
y, mas aun, su sobrevivencia en una tradicion matematica, hecha de 
lecturas y de relecturas crlticas. Es decir que Cauchy ha servido de modelo 
a varios sistemas que proponen un modelo de evolucion de la ciencia y 
a quienes proponen una teorla del conocimiento objetivo. Pero nuestra 
modernidad — de la que se reclamaban Ernest Renan y Karl Marx— se 
alimenta de la pregunta acerca del funcionamiento mismo de la ciencia, 
ciencia que ella remite a su panteon de gloria o a su caja de herramientas 
a la que solo en caso de necesidad hay que recurrir. A su manera, y debido 
a estas emergencias, Cauchy nos ayuda a leer nuestra modernidad. 


La ciencia aparte, separada de la religion y de las ciencias humanas 

La riqueza epistemol6gica del Andlisis algebraico, de la cual tenemos 
multiples testimonies sucesivos, a veces contradictories, es tanto mas 


one of the reasons that the chief characteristic of nineteenth century .natbematia - the introduction of 
rigour- is attributed to Cauchy, rather than to Gauss, despite the night standard of logical precision 
that Gauss set for himself {A history of mathematics, J. Wiley and Sons, New York, 1976, p. 562). 
Judith Grabiner hace de este rigor el titulo mismo de su libro, The Origins of Cauchy s Rigorous, 
Calculus, MIT Press, Cambridge, 1981. Si Ivor Grattan-Guinness pretende haber stdo el 
primero en haber indicado en 1970 las limitaciones del rigor de Cauchy (ver su nota 1 en 
ia pagina 713 del volumen II de Convolutions in Trench Mathematics 1800-1840, Birkhauser, 
1990) -olvidando el estudio anterior de A. Pnngshetm publicado en frances en la 
Encyclopedic da saenca mathematujues et de Uun applications, t II, primer volumen (pp. 70 y 
ss.)- e intitula a un capitulo que excluye a Cauchy, “La era del rigor” ( The Development of 
the Foundations of Mathematical Analysis from Euler to Riemann, MIT Press, 1970), no da smo 
un largo titulo a uno dc sus capitulos “La mauguracibn por Cauchy del Analisis matemauco 
(pp. 698-803). Senala despues de haber examinado la prueba de la fdrmula del bmomio: 
“The proof of the theorem exemplifia well many of the principal features of Cauchy's Couun-limits 
and the derived properties of continuity and convergence, both real and complex values treated ;■ and 
an impressive level of rigour, with (to us) some shaky bits here and there , p. 727. ^Quifcn no querria 
leer a Cauchy para descubrir por si mismo esos “shaky bits”, expresi6n que no nos 
antrevemos a traducir? 
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notoria cuanto que su autor no pretendia una originalidad en el orden 
filosdfico. El sostenia una separacion franca entre las matematicas, sus 
metodos y sus fines, sus medios y sus verificaciones, y las otras ciencias 
o conocimientos humanos; en particular la historia, pero sobre todo la 
religidn, sobre la que se apoyaba la Restauracidn, la alianza del trono y 
el pulpito a la que Cauchy rendla fe: “ Por lo demos, si he buscadoperfeccionar 
el andlisis matemdticoy, por otro lado, estop le;os de pretender que este andlisis 
debe bastar a todas las ciencias del razonamiento. Sin duda, en las ciencias que 
llamamos naturales, el ttmeo metodo que se puede emplear con exito consiste en 
observar los bechosy en someter enseguida las observaciones al cdlculo. Pero serta 
un error grave el pensar que solo se encuentra la certeza en las demostradones 
geometricas, o en el testimonio de los sentidos...Cultivemos con ardor las ciencias 
matematicas, sin pretender extenderlas mas alia de su dominio” [p.vij], 

Paradoja que s61o es tal para aquellos que se limitan a las ideas 
comunes y generales. Fue encerrandose en las matematicas puras, y mas 
en una rama particular, jugando con la tecnica mas especializada y 
aislandola de otras formas de pensamiento, que Cauchy pudo forjar una 
obra de valor universal. Ella muestra la forma en la que surge una 
idealidad. En consecuencia, esta obra muestra la genesis de un proceso 
de abstraccidn; es la radiografia anatdmica con la cual, en nuestro siglo, 
sonaba Husserl a propbsito del Origen de la geometria. No hay que separar 
el espectaculo que se nos ofrece, de su particularizacion, de su insercion 
en las matematicas puras que contribuye a fundar como campo espedfico. 
Cauchy instaura un nuevo modo de ser para el mundo de la ciencia. 

No olvidemos que la separacion de las matematicas de la filosofia y 
de la religibn fue poco a poco respetada en Francia durante decenios 10 , 
creando lo que se podria llamar un cierto laicisismo, un espacio intelec- 
tual publico. El fue un modelo para el laicisismo militante de la sociedad 
civil, un combate llevado, y ganado, durante la Tercera Republica. Por el 
modo de ser de su obra, contrario ai modo de ser del hombre que file 
desde sus origenes miembro de la Congregacidn que se alineo con los 
Ultras, Cauchy participa de un largo movimiento de modernidad en el 
sigio XIX. 


La separaci6n a la que tan to apego tiene Cauchy es el signo de un consenso en la 
coraunidad cientlfica, y fueestablecido en Francia en la era romantica. VerJ. yN. Dhombres, 
Naissance dunpouvoir, Sciences ft savants en France (1793-1824), Paris, Payot, 1989, Cap. IV, 
pp. 313-333 y Cap. V, pp. 442-448. 
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Cauchy mas alia del positivismo: £una modernidad? 

En su apasionante busqueda filosofica de las operaciones factuales de 
la inteligencia que inspiraron las normas adecuadas a los objetos matemati- 
cos, Le6n Brunschvicg concluye que la orientation que se impuso a Cauchy 
y a sus seguidores inmediatos, “casi a pesar de ellos” y “a pesar de la tradiaon 
secular que tenian (endencia a tomar por intuidon imnediata , conduda a 
rupturas decisivas; rechazaban en el pasado, explica, tanto la doctrina 
matematica de la Crttica de la razonpura, de creation relativamente reciente, 
como la del Curso defilosofiapositive el cual aparecio nueve anos despues del 
Analisis algebraico. Si Cauchy es un fundador de la modernidad, no 
reproduce en el campo matematico las dos tendencias mas importantes de 
la filosofia de entonces, el kantismo y el positivismo. Repitamoslo, Cauchy 
es un matematico, su discurso no busca atravesar los limites de esta 
disciplinay, mas aun, contribuye a establecerlos. 

A1 menos en el texto fundador del positivismo, y en tanto que era 
repetidor de matematicas en la Escuela politecnica despues de varios anos, 
en donde Cauchy ensenaba el Analisis, Augusto Comte no hace ninguna 
mencidn de la nueva construction, que seguramente no desconoda, y el 
hecho de no mencionarla representa su manera de rechazarla . En efecto, 
distinguiendo tres concepciones fundamentales del analisis trascendente, 
la de Leibniz, la de Newton y la de Lagrange, ‘V aquellos que quieran juzgar 
fdosoftcamente", Comte recomienda estudiarlas juntas, de seguirlas ‘‘cast 
indiferentemente" y de manera mas sorprendente da el mismo consejo “a 
aquellos que desean esendalmente aprender a servirse con acitoy con faalidad' 
del poderoso instrumento que constituye el calculo diferencial e integral. 
La determinacidn de Comte en favor de una pluralidad de enfoques del 
calculo diferencial es una oposicion in absentia contra la unidad del 
mismo propuesta por Cauchy. Ella es casi forzada y no tiene una 


11 L. Brunschvicg, Les etapes dt la philosophic matbematiquc, Paris, 1912; nueva edtcion 
aumentada con un prefacio de J. T. Desanti, Paris, A. Blanchard, 1972, pp. 339-340. 

12 A. Comte escucho a Cauchy cqando fue alumno de la Escuela politecnica y cuando este 
sustituyo a Louis Poinsot (2 de noviembre de 1815). Su curso de entonces no se encontraba 
en el estado terminal que muestra t\Analisis algebraico, pero las notas de A Comte muestran 
ya gran articulacion (CJr. J. Guitard, “La quereile des infiniment petits 3 l’fecole polytechnique 
au XlXe. siicle”, Historia sdentiarum, 30, 1986, pp. 1-61). 

13 A Comte, Cours de philosophic positive. Los preliminares generalesy la filosofia matematica, 
Paris, 1830. Reeditado por M. Serres, F- Dagognet, H. Sinaceur, Philosophic premiere, Cours 
de philosophic positive, lecciones 1 a 45, Hermann, 1975, pp. 123-124. 
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justificaci6n clara en el marco referencial del positivismo, a(in si Comte 
estuvo mucho mas impresionado por Fourier y su teoria analitica del 
calor, otra forma de unir a las matematicas con la teoria fisica. En su 
analisis, Cauchy no funda nada sobre el conocimiento fisico o sensual 
del mundo. Tampoco apela al sentido comun. No se apoya sobre una 
tradition analitica y se podria decir que rechaza la concepci6n de 
Lagrange. Se podria decir que el Analisis es lo que es porque Cauchy parece 
haberlo decidido asi. Hay sin duda un desarrollo axiomatico en Cauchy, 
o mas aun una construccion que se puede rechazar, pero de la cual no es 
posible servirse por separado: es una totalidad que parece negar la historia 
pues no se alimenta de ella. Comte no podia apenas asimilar este tipo de 
construccion dentro de su sistema; no podia tampoco dogmatisarla. 

Pero ya que Comte apela a la historia y a sus ventajas, es posible 
revertir su argumento a fin de disfrutar de la lectura del curso de Cauchy 
y, cum grano salis, pensar al positivismo como sistema explicativo del 
avance de las ciencias: “En todas las demos partes de la ciencia matematica, la 
consideracion de diversos metodos para una sola dose de cuestiones puede ser util, 
independientemente del intern historico que presenta; pero no es indispensable, 
aquien cambio, es estrictamente necesaria ” 14 . Si Cauchy proponia una nueva 
via, <c6mo es que su obra pudo eliminar la multitud de puntos de vista 
distintos en analisis? Dicho de otro modo, ^existia, antes de Cauchy, una 
disciplina matematica, llamada analisis? 

Conducidos por Karl Weiertrass, los matematicos colocaron a 
Cauchy en el origen del analisis moderno y en ello fueron seguidos por 
la mayoria de los historiadores que discuten sobre todo acerca de la 
naturaleza de la ruptura operada por Cauchy sobre sus predecesores, 
molestos en el fondo por el termino “rigor”, termino contradictorio en 
matematicas y que, demasiado subrayado sugeriria que antes de Cauchy 
el rigor no existia. Bourbaki, y los con temporaneos de Cauchy prefieren 
hablar de un rigor reencontrado 15 . 

Como siempre cuando el espiritu se enfrenta a una obra importante, 
la sorpresa, la admiration y la interrogation naturales - esas palabras que 


j* A. Comte, op. at., p, 124. 

..Jos matemattcos del sigh XIX, cansados de escformalismo sin frenoy sin fundamento, Uevan 
al Analisis a las vias del rigor" (N. Bourbaki, Elements d'histoire des mathbnatiques, Paris, 
Hermann, 1974) o "En lo que se reftere a la integraddn, la obra de Cauchy representa un regreso 
alassanos Iradiciones de la antiguedady de laprimera mitad del siglo XVII, peroapoyada en medios 
tecnicos aun insuficientes" {op. at., p. 247). 
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ya no estan de moda— buscan clasificar entre los modos de hacer, a 
colocar en una tradici6n, a incidir en un desarrollo. La opci6n usual es 
o bien la de una culminacion: el fin, con Cauchy, de una larga reflexibn 
intelectual nacida con Arquimedes, enriquecida con Galileo, Descartes, 
Fermat, Leibniz y Euler, pero en definitiva la clausura de una dinamica. 
O, por el contrario, son tan pobres las palabras que deben describir la 
influencia de las obras del espiritu, la otra opcion es la de un comienzo, 
el inicio, con Cauchy, de una nueva era, el nacimiento de la modernidad. 
Brunschvicg lo maneja habilmente: La reorganization intelectual del and- 
lisis, de la cual el logico ttene la tendentia a hacer un pun to de par tida absoluto, 
marca efectivamente el fin de una obra que la observation de la naturaleza 
provocoy que ella hizo necesaria ” 16 . <Que dice Cauchy acerca de la aplicacion 
de las matematicas al conocimiento del mundo? 


Matematicas puras y aplicadas: el rigor de una separation deseada 

En el Andlisis algebraico Cauchy no hace ninguna referenda a la fisica 
matematica, a pesar de que el mismo la cultiv6 con mucho talento , y no 
parece interesarse en el conocimiento del mundo sensible ni en las 
aplicaciones de la ciencia matematica; a pesar de que el texto aparece en una 
epoca de mucha actividad, en la que Francia intento recuperarse de su 
retraso frente a la Inglaterra de la revolution industrial y, sobre todo, a 
pesar de que el texto se dirige a los alumnos de una escuela encargada de 
formar a los cuadros tecnicos del Estado y, en menor medida, a los de la 
industria. Si bien no es el primer texto de matematicas puras, la obra de 
Cauchy es tal vez la primera, en analisis, que por sus objetivos, no intenta 
ninguna justification ajena a las relaciones intrinsecamente matematicas . 
Muy sintomatica es tambien la diferencia con manuales como los de 


16 Brunschvicg, op. at ., p. 331. 

17 Varios estudios tratan de las contribuciones de Cauchy en las matematicas apticadas, sobre 
todo en la mecanica de los medios continuos, de la cual el es el verdadero creador, Truesdell, 
History ojclassical mechanics', A. Dihsn, Aspects de la mathematisattcm auXiXe slide. Entre physique 
matbcmatique et mecanique moleculairc la voie d'Augustin Cauchy, tests, Universidad de Nantes, 
1990, publicado como libro por Blanchard, Paris, 1992. 

Ig En contra de esta afirmacion nos viene de inmediato a la mente el nombrc y las obras 
de Lagrange, tambi£n proficsor de Analisis en la Ecole polytechnique. De hecho la Theorie 
da fonctions analyttques de 1797 incorpora largos parrafos que se refieren a la geometria y a 
la mecinica (principio de potencias virtuales, composicion de fuerzas) coma mi intenci6n 
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Bezout, sus Cursos de matematicas para el mode la artiUeria o para el mo de los 
guardias de la manna , redactados cincuenta anos antes, pero editados en la 
epoca de Cauchy y en los cuales muchas paginas evocan las aplicaciones, 
libros en los cuales el calculo diferencial mismo no se presenta sino como 
preliminar a la mecanica y solo para su utilizacibn practica. 

Los historiadores han tornado la costumbre de calificar la actitud de 
Cauchy de profesionalista e incluso a relacionarla con la distribucibn 
necesaria de las tareas en la sociedad burguesa capitalista 19 ; el rigor 
impartido al camino seguido por Cauchy debe bastar para establecer la 
demarcation necesaria de su campo ideologico e identificar el lugar en 
el que debia incidir. El rasgo severo de Cauchy — u para pemanecer fiel a 
estos prmcipios, me he obligado a admitir varias proposiciones que aparecerdn tal 
vez algo duras en un pnndpio" [p.IVj— seria la recompensa social de la 
legitimacibn de una actividad intelectual no lucrativa. La separacibn de 
las matematicas de las demas preocupaciones humanas seria el signo de 
la reacccion monarquica y religiosa francesa posterior a Waterloo — ^es 
necesario recordar que se trata de una derrota francesa?- preocupada en 
romper las ideologias del progreso traidas por la Enciclopedia de las luces 
y la Revolucibn, que no separaba las causas del avance social de las de 
la propagacion del conocimiento 20 ^Cbmo olvidar que Cauchy, tras 


no a la depresentar un tratado de mecdnica, me con/ormo con baber deduddo de la teorta defundones 
losprtndpiosy las ecuaciones fundamentales del movimiento, que s6lo se demuestran ordinariamente 
a travis de los infinitamentepequenos” (Tbiorie des fonctions anatytiques, p, 223). En cambio Us 
Lefons sur le clalcul des fonctions dadas por Lagrange en el ano VII en la fecole normale 
anunciaba la “purcza” del Andlisis algebraico y, sin embargo, terminaba con estas palabras 
“las apUcactones del calculo de fundones a la Geometriay a la Mecanica podrdn ser terna de olras 
lecdones; se encontrardn los prindpios de esto en la segunda parte de la Tbiorie des fonctions 
analytiqucs (p. 250; lecci6n 19, Sobre el calculo de fundones). Sin embargo el Calculo de fundones 
se articula de tal manera a las obras anteriores de Lagrange, y a otras obras del siglo XVIII 
citadas frecuentemente, que las aplicaciones imprcgnan todo el tcxto. (Wo es una ventaja 
menor del calculo de fundones el dar Canto para la geomelria de las atrvas como para la mecanica, 
expresiones tan simples e inteligibles como lo son las expresiones algebra teas de las potenciasy las raises “ 
p. 12). Referencias obligadas por la opci6n histbrica de Lagrange — nada de eso se presenta 
en el Cauchy del Andlisis algtbraico o del Calculo infinitesitnal— y por el ilamado frecuente 
a la geometria de las curvas y superficies que ilustran constantemente el calculo integral y 
las ecuaciones diferenciales en Lagrange, mientras que su ausencia es tan notoria en los dos 
textos de Cauchy que nos ocupan. 

G. Schubring, Die Entstebung des Matbematik Lebrerberufs im 19. Jabrhundert, Beltz Verlag, 
1983. 

A causa de su caracter, ha sido muy facil evocar el vinculo entre la polttica y las 
matematicas en Cauchy; sin embargo esto se ha hecho de manera ret6rica y sin argumentos 
“ Cauchy, the bourbon catholic, was in bis prime in the Bourbon Catholic regime of the 1820s; order 
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exiliarse despues de las tres jomadas gloriosas de julio de 1830, se adhiere 
a la causa legitimist* del primogenito de los Borbon en contra del justo 
medio de los Orleans, representada por Luis-Felipe I, rey de los franceses 
y no rey de Francia?iComo olvidar que rehuso de manera obstinada 
pronunciar el juramento de los funcionarios ante Napoleon III? <Como 
olvidar tambien que no file electo de manera regular a traves del voto 
secreto y que file, en cambio, el unico academico de las ciencias nombrado 
en todo el siglo XIX {por Luis XVIII en 1816), cuando sus meritos habrian 
sido reconocidos como suficientes en cualquier eleccion normal? Debe- 
mos convencernos que hay otras verdades aparte de las verdades del dlgebray otras 
realidades ademds de los objetos sensibles " [p.vij], dice Cauchy en su introduc¬ 
ed al Andlisis algebraico, introduced corta y muy diferente de las obras 
analogas del sigio XVIII, en particular con el largo prefacio del ultimo 
gran tratado, el de Sylvester-Fran^ois Lacroix, el Trade dt calcul diffirentiel 
et du calcul integral en su segunda edicion de 1810 21 . Hay sin duda un 
marcado contraste entre la abundancia de la obra matematica de Cauchy 
- veintisiete gruesos volumenes de sus Obras publicadas- y lo escaso de 
sus prefacios y de sus comentarios. 

Esto muestra mejor la distincion de generos, matematicas y filosona, 
que Cauchy intentaba imponer. Esto explica tal vez su forma de evitar, 
en los textos que aqui consideramos, cualquier aplicacidn de las matemati¬ 
cas. Estas no estan, sin embargo, erradicadas de su pensamiento como lo 
muestran sus publicaciones contemporaneas, asi como tampoco esta 
ausente de su horizonte intelectual la relevancia epistemologica de las 
matematicas puras. ^C6mo podrian estas aplicaciones incidir en la 
organizacidn d e\ Andlisis algebraico o del Cdlculo infinitesimal? 

Esta pregunta, a la que solo podemos responder negativamente, no 
es pertinente y no permite comprender el objetivo de Cauchy mas que 
en la medida en que se de a las dos obras que estudiamos aqul el 
significado que se atribuye a una construccion: en la medida en la que 


in mathematics, order in politics, order in religion (L GratUn-Guiness, Convolutions, op. at. p. 
802). David Bloor es el primero en haber intentado una articulation solida entre el rigor 
matematico atribuido a Cauchy y su rigorismo politico. Hay ahi, en efecto, un teraa 
interesante para la sociologla de las ciencias segun el programa de D. Bloor, Soaologte de la 
logjique, Pandore, trad, al frances, Paris, 1984. .. 

2 ‘s F Lacroix, Trade de calcul diffirentiel et du calcul integral segunda edici6n corregida y 
aumentada, Paris,Courcier, 1810. El prefacio ocupa cuarenta y siete paginas y esta seguido 
de 138 paginas de introduccibn. La primera edicibn es de 1797. 
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no se les intente presentar como una enciclopedia razonada del andlisis; 
en la medida, sobre todo, en la que se les aleja del espiritu analitico del 
siglo XVIII, el cual descompone un razonamiento, al igual que cualquier 
ciencia, como si expresara^rto la genesis histbrica o al menos juridical 
Cauchy se abstiene de hacer referencias histbricas -y esto no es uni- 
camente por vanidad del creador- asi como tambien evita los ejemplos 
geometricos, curvas o superficies, que bien podrlan haberse tratado 
analiticamente. De manera deliberada Cauchy no intenta mostrar los 
caminos que dieron origen al analisis que el nos presenta; tampoco busca 
apoyar sus procedimientos con una analogia de naturaleza sensible o de 
naturaleza fenomenologica como a la que podria llevarlo la geometria; y 
no asocia las aplicaciones a la mecanica 23 ni a ninguna otra ciencia'al 
analisis que construye. Epistemologicamente Cauchy evita adherirse a la 
idea que afirma la existencia de una simplicidad natural, que el inventor 
no tendria mas que seguir; y que en consecuencia la matematica, al ser 
analitica, seria una copia de la Naturaleza a traves del lenguaje. La 
simplicidad es, segiin el, una construccion de la cual se enriquece la 
matematica, ayuda a los herederos de esta construccion el encontrarla 
natural para que puedan asimilarla. Si las aplicaciones son en ocasiones 
usufructo de la matematica, ellas no pueden por si mismas esdarecer la 
busqueda del investigador, y esta ultima no da ninguna claridad mate¬ 
matica al hacer pesadas la contingencia de los conceptos que no necesitan 
plantearse y pensarse de manera aislada para poder ser eficaces 24 . 


Iiexpre$i6n mas visible de este modo de proceder fue dada por Condillac en su Lanrue 
fUC P ubIlcada P^stumamente en 1798. Ver j. Dhombres, "La langue des calculs 
1983,°pp 197-23V° mment I ” W Scimat a Techni ^ e » P^peaive, vol. 2, 

Se piiede hablar de un rechazo de Cauchy a mencionar las aplicaciones. Asi, en t\Anilias 
ajgcbraico resuelve bajo la hip6tesis de continuidad la ecuaci6n funcional 
J( x +y ) +f(x-y ) - 2f(x)f(y ) olvidandose de mencionar el origen de esta ecuaci6n 
y cual es el aporte de a solution. Con la resolucion de esta ecuacion Cauchy completa un 
problema tratado en el s.glo XVIII y principles del siglo XIX, el de la composition de fuerzas 
es dear, culmma una axiomatizaci6n puramente matematica de la estatica. Cauchy no 
menciona este hecho, que no podian dejar de reconocer algunos de sus Iectores. Ver J 

dIlTn b rVAl' R k de » tj o? ntm f^^^ CeSSit ' en m6cani< I uc - Etude de deux textes incite 
dejean D Alambert , Physts, vol. XXVIII, 1991, Nouva serie, fasc. 1, pp. 35-114. 

La referenda a Euclides -autor de una cat6ptrica, de una 6ptica, ademas de sus 
Eumenios— nos muestra que Cauchy no carece de antecedentes. Esto no le impide sin 
embargo demarcate de los matematicos de fines del siglo XVIII 
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^Una construccion revolucionaria? 

Cauchy nos parece modesto al no presentar como revolucionaria su 
concepcirin de la continuidad y anade un poco de malicia al desviar la 
atencion hacia los infinitamente pequenos cuando anuncia: al hablar de 
la continuidad de lasfunciones no he podido evitar dar a conocer las propiedades 
de las cantidades infinitamente pequenos, propiedades que sirven de base al cdlculo 
infinitesimal” [p.ij]. En el §2 del Cap. 2 mantiene esta Hnea al emplear el 
plural para distraer la atencion: “de entre los objetos que tienen que ver con los 
infinitamente pequenos debemos mencionar las nociones relativas a la continui¬ 
dad o a la discontinuidad de las funciones” [p.34]. Si bien es cierto que la 
definicirin de continuidad se sigue sin ningun comentario, Cauchy no 
podia arguir, como lo hizo su sucesor Lebesgue en sus Letpns sur 
l’integration et la recherche desfonctionsprimitives {de 1904), las que parecian 
audaces y con toda intencirin “muy novedosas” 25 : “se trata de la obra de 
un timido que de los siete capitulos que habia escrito habta consagrado seis a la 
exposition de las investigaciones previas antes de abordar los trabajos que se 
consideraban revolutionaries” 26 . Puesto que la construccion de Cauchy es 
original de subito y no retoma ningun resultado previo, no se apoya sobre 
ninguna referenda y pretende ser al mismo tiempo normativa: no recurrir 
jamas a las razones extrafdas de la generalidad del algebra nos indica en su 
introduccirin [p.ij], enumerando explicitamente las proposiciones “ radi- 
cales en un printipio” [p. iv] que introduce y que rompen radicaimente con 
una practica <no debemos llamar a esto una revolucirin? 

Ciertamente se trata de una construcci6n normativa, pero es abierta, 
y es este el aspecto mas novedoso, el mas moderno si se quiere: al poner 
“mas precision en las teortas” al aportar “ restrictiones utiles a las ascveraciones 
demasiado extendidas” [p. v], Cauchy quiere hacer uso del analisis al 
aproximarse a “temas de investigation que no carecen de importantia' [p. v]. 
El rigor de Cauchy -celebre- no tiene como unica finalidad la 
reorganizacion de los fundamentos del analisis; el fundamento se busca, 
se requiere y se exige por el desarrollo del analisis mismo; es factor activo 
de la matematica en formacion. Se trata de un rigor arquitect6nico y no 
tan s61o de un rigor correctivo. 


25 H. Lebesgue. Le(ons sur Vintigration et la recherche des fonctions primitives, Paris, Gauthier- 
Villars, 2a. ed., 1928, p. X. 

16 H. Lebesgue, op. du, p. 10. 
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Quisieramos examinar las formas — y el plural es importante— a 
traves de las cuales se expresa esta arquitectura, en la medida en la que se 
trata de un modo de aproximacibn de lo verdaderamente especifico — o 
de lo que pasa por tal— de las matematicas. A1 prescindir de las aplica- 
ciones del mundo fisico, al eliminar cualquier genesis, creemos que 
apuntala esta especificidad. 


La o las arquitecturas del analisis algebraico 


Si no nos limitamos al texto y si no nos limitamos a enumerar los 
resultados, y en la medida que queremos alcanzar el sentido de aquello 
que hemos calificado como construccidn, hay mas de una forma de leer 
el analisis algebraico. En todo caso hay varias maneras de organizar el 
material ahi reunido 27 . No es que Cauchy quisiera a priori ser ambiguo, 
si no que lo caracteristico de textos como el suyo es el de vivir mas alia 
de la voluntad de imaginacibn de su autor, animados por las lecturas que 
han hecho otros creadores matematicos, por las lecturas de los practican- 
tes que se han beneficiado de sus desarrollos hasta nuestros dias, de la 
topologia, de la teoria de la integracibn o del calculo diferencial de varias 
variables y del calculo exterior. Estas perspectivas diferentes, que se 
adquieren progresivamente, no deben eliminarse de una lectura de los 
manuales de Cauchy, y menos a nombre de un purismo historico que 
corresponderia a ese deseo sacrilego de algunos arqueblogos prestos a 
desnaturalizar un monumento para dejar solamente la ruina, de la cual 
es posible establecer sus fechas, pero queda reducida a un fantasma 
caricatural de la obra original. 

Un texto como el Analisis algebraico se asemeja a una partitura que 
el interprete hace renacer a su manera con las tecnicas de las que dispone. 


Hay hoy una cierta tendencia a los textos unicos, que casi se vuelve religi6n como lo 
constata la edici6n del Corpus da philosophy de langur fra n( aise. Michel Serres, a quien 
podemos perdonar sus innumerables notas a la edici6n del Cours de Phibsophie positive de 
Comte, notas que en su mayoria tienen por objeto el senalar lo inadaptado del Curso, y 
tienen, es la ley del genero, la ventaja de hacer resaltar mejor la originalidad de Comte y la 
liga de todo su sistema. 
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La critica sera siempre necesaria para clarificar y rectificar las intcrpre- 
taciones. No es entonces deseable, ni posible, decir hoy que era el Andlisis 
algebraico en 1821; delimitar con seguridad su campo, su grado de 
innovaci6n o su estructura. Y tal vez porque conocemos demasiado bien 
su herencia, no podemos dejar de estar influenciados en nuestros juicios. 
Adoptemos pues varias perspectivas -que son las que nos dan las 
diferentes lecturas hist6ricas de la obra— para poder describir de distintas 
formas el contenido de estos dos textos tan bien organizados, sin dejar 
de mantener en cada una lo que nos parece esencial, la organizacidn 
arquitectonica. Esta marca el signo mas claro del rigor matematico, un 
formalismo que no se restringue a la notacfon y en el que el sello personal 
de Cauchy es innegable. 


El Andlisis algebraico organizado por la demostracfon 
de una formula 

Repartido en doce capitulos, el Andlisis algebraico representa 400 
paginas de pequeno formato seguidas de 170 paginas de notas. Ninguno 
de ios titulos de los diferentes capitulos hace mencfon a algun teorema 
particular, mas bien son enunciados genericos vinculados a objetos 
identificables, como son las fonciones reales en el primer capitulo, las 
funciones simetricas y alternas en el tercer capitulo, las expresion« 
imaginarias en el septimo o las series recurrentes en el ultimo capitulo . 
Sin embargo una formula aparece con insistencia al lector que ojea el 
libro y no se limita a leer el indice. Se trata de la formula del binomio 
de Newton que aparece en la conclusfon del capitulo VI, capitulo en el 
que termina lo que podemos llamar el analisis real: desarrollar, cuando sea 
posible, lafuncion ( \ + xf en una serie convergentey ordenada en potencias 
ascendentesy enteras de la variable x" [p. 164]. Naturalmente esta formula 


28 Se puede observar cierta diferencia en la forma de intitular a los capitulos en los textos 
de Cauchy y el texto de Lagrange sobre el Calcul desfonclions. Lagrange privilegia el modo, 
podriamos decir el metodo ( a de como es la ecuadSn primitiva singular resulta de la ecuactdn 
deri vada "es el titulo ejemplar de su lecciin 16, o bien “ sobre la forma de obtener for llmites 
del desarrollo de una fundon cuando solo se conoce un numero determinado de terminos ”, en su 
leccion 9). Ademas, Lagrange tiene cuidado de no dar a sus lecciones el^ rigor de una 
explicacibn lineal. Intitula a su lecci6n decimanovcna y penultima lecci6n:Vfgrafon sobre 
las ecuadonts en diferendasfinitas" 
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no presents ningun problems cuando p es un numero entero, pues 
gracias a la combinatoria se ha probado desde hace mucho tiempo la 
expresi6n finita. 

= + + + + y, 

La misma fbrmula del binomio de Newton vuelve a aparecer casi al 
final del capitulo IX, que concluye a su vez lo que podemos llamar el 
analisis complejo: Printer probUma: Encontrar la suma de la serie 

I, ^z(cos 9 + V~1 sen 0 ), 

^^ ^ 2 ( cos 2 0+ l/-l sen 20), etc..... 

en el caso en el que se atnbuya a la variable z un valor comprendido entre los 
llmites z = - 1 y z = + 1” [p. 252] 29 . 

Ciertamente el libro no culmina con esta f6rmula obtenida con este 
grado de generalidad, pero retrospectivamente parece que los teoremas 
se organizan a lo largo de las paginas que le preceden para conducir a la 
resolucion de esta fdrmula 30 . Para constatarlo la forma mas sencilla 
aunque conceptualmente d^bil— es la de notar las partes del curso que 
no participan directamente en esta prueba. Ellas son muy raras, dos o 
tres paginas sobre las funciones homogeneas en el capitulo III y unaslO 
paginas relativas a la determinaci6n de la funci6n coseno (trigonometrico 
o hiperbolico) en el capitulo V 31 . Esto es sorprendente y nos lleva a 


Si hcmos respetado la notacidn de Cauchy en esta firmula no lo haremos con tanta 
cxacmud en adclante, porejemplo, suprimiremos el punto despuis del signo sen o cos. 
Abel es uno de los primeros en vincular a 1 Andltmaigebraica con la prueba de la f6rmula 

del binomio. N. H. Abel, "Recherches sur la s6rie 1 + 1 + - (Euvres, 

ed. L. Sylow, S. Lie, t. 1, Christiana, 1881; traduccidn al alemin por Crelle publicada en 
Journ.fur reine und ang. Matbemalik, t. 1, 1826. 

Estas piginas corresponden a la resoluci6n de una ecuaci6n funcional que aparece en la 
mednica, aunque Cauchy no menciona esto como ya lo hemos dicho. Se encuentra entre 
la espada y la pared: por un lado su rechazo a las aplicaciones en este texto, y por otro el 
empeno en subrayar la utilidad del concepto de funridn continua para resolver problemas 
aun pendientes. Escoge la actitud del matemitico puro: resolver sin vincular. Podrfamos 
dear que es 61 quien constituye esta actitud. 
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interrogar sobre el titulo mismo de la obra que tal vez debia llamarse: el 
binomio de Newton. 

Pero esta arquitectura del Andlisis algebraico es mas visible aun si se 
enumeran los ingredientes que son indispensables para Cauchy en la 
prueba del biniomio de Newton, aquellos a los que el mismo se refiere 
al fabricar dos veces esa prueba. El caso en el que la variable x es real es 
muy explicito. Cauchy parte, en el capltulo VI, de una funcion cp (JJ. ) 
que se escribe a priori como la suma 

en la que solo se indica la dependencia con respecto a p — p es un numero 
real cualquiera— mientras que la dependencia respecto de x se elude en 
la expresion de la funcion. Asixes una variable muda, ciertamente objeto 
del calculo pero no el objeto principal, y en todo caso es una variable 
comprendida entre - 1 y + 1, sin incluir los extremos. Es notable que 
Cauchy indique explicitamente el dominio de Umitacidn de la variable 
x en la definicidn de <p ( p ), dejando as! el estilo usual de un Euler, de 
un D’Alembert o aun de un Laplace. Que la funcion este correctamente 
definida para todo x en ] — 1, + 1 [ depende asi de la teoria de las series 
enteras, y Cauchy nos recuerda que el radio de convergencia — nocion 
que el introdujo 32 — se calculo como igual a 1 en el corolario 3 del 
teorema 2 del mismo capitulo VI. Esta insistencia sobre un teorema 
general no es trivial y tiene lugar al inido de la prueba que se compone 
de varias etapas. En la primera etapa se demuestra que la funcion 
<p ( p ) es continua en p: Cauchy se refiere explicitamente al teorema 1 
del capitulo VI, teorema sobre el que habremos de regresar puesto que 
erroneamente asegura la permanencia de la continuidad en el paso al 
limite cuando cada termino de una serie es continua. Se constata en todo 
caso que la continuidad interviene explicitamente. Y el que estemos 


32 En su Calcul dafonctiom Lagrange utiliza el limite de la ra 2 on de dos terminos sucesivos 
de la serie del biniomio de Newton para determinar la zona de convergencia: Vd como, no 
se le podra emplear con seguridad, por lejos que se la lleve, si no se toman en cuenta los Umita que 
hemos dado. u (p. 121). Sin embargo la convergencia no aparece de manera precisa puesto que 
no duda en considerar que “puede ser convergente en sus primeros terminos " (p. 121) al evocar 
una serie divergente, en el sentido que Cauchy dio a ese termino es decir no convergente. 
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habituados a proceder de esta forma no debe ser impedimenta para 
subrayar el procedimiento de Cauchy, del cual es el indudable creador. 

En la segunda etapa de la prueba de la formula del binomio se 
muestra que la funci6n (p ( p ) satisface una ecuacion fiincional que se 
expresa bajo la forma 

( 2 ) <P(M)<P(H f ) = <p(p+p' ), 

ecuaci6n valida para todos los valores reales de las variables p y p 
Si la demostracibn relativa a la convergencia de la serie producto 
— cp(p)(p(p')— se dio en el corolario 4 del teorema 4 del capitulo VI, 
si ia identificacibn de dos terminos de cada miembro de la ecuacion 2 
resulta del teorema sobre la unicidad de desarrollo en serie entera (teorema 
6 del Cap. VI), la parte propiamente combinatoria file obtenida por 
Cauchy en el primer problema del Cap. IV. Es en efecto ahl en donde se 
prueba, parap yp' variables cualesquiera, la igualdad entre la expresi6n: 

p(p-1 )... (p-«+1) + p(p-1 ),,, (n-f> + 2) 

1*2-3... n 1-2-3... (n- 1) ’ 1 

, ti(n-l)- (H"» + 3) n'tn'-l) 

1-2-3... (»-2) 1-2 

r 3 \ + M(M-l)ft , (ft , -l)...(p , -«+l) 

1*2 1-2-3... « 

, li 4 f (4 , -l)...(u'-»4-2) 

1 1-2-3... (n-l) 

| p f (p f - 1)... (u'-n+ 1 ) 

12 3... « 

y la exp res ion 

(4) Lr + M')((M + H' )-!)■•■ ((M + n')-«H-l) 

1-2-3 ... n 

Contrariamente a lo que podria pensarse debido a la forma del 
resultado, este corolario no es solo un simple calculo, se deiiva de un 
metodo para pasar de un enunciado verdadero sobre los enteros — la 
igualdad en este caso se deduce de la f6rmula del binomio de Newton 
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para exponentes enteros- a un resultado valido para todos los numeros 
reales. Es un metodo que Cauchy tiene bien cuidado de aclarar y pronto 
veremos la raz6n. 

En fin, ultima etapa de demostracidn de la formula del binomio 
para el caso real, la resolucibn de la operaci6n funcional (2) bajo la 
hipbtesis de continuidad, proviene del Cap. V (segundo problema) 
de la cual esta representa la epitome. Ella da la expresion 

( p(j i ) = [ ( p(l)] M de modo que, puesto que tp ( 1 ) = 1 + x, la formula 
del binomio de Newton se obtiene fmalmente para un realx entre — 1 y 
+ 1 y para todo p real, bajo la forma 


(5) 


( 1 +xf - 1 +px + ... 


u(n-l)... + ,, 

12-3...» 


Este resultado aparece con mayor claridad como una linea que guia 
el Cours pues los tres capitulos siguientes retoman, mutatis mutandis, todo 
lo que se establecio en el caso real para adoptarlo al caso complejo, para 
llegar a la f6rmula del binomio de Newton para x compleja de m6dulo 
estrictamente inferior a 1 y para toda (i real 33 . Una frustracidn aparece 
puesto que la continuacion natural de esta linea, con el paso al caso de 
un exponente complejo no se dara sino anos despues. La dificil 
memoria de Abel de 1826 en donde esto se trata podria, por su sola 
extensi6n, justificar a Cauchy por no haber intentado en su curso el dar 
la f6rmula mas general del binomio. Pero aunque posible, el argumento 
esconde un aspecto sustancial del Andlisu algebraico: se trata de un texto 
abierto, es una arquitectura pero no se pliega sobre si misma. La mirada 
hacia lo que se ha logrado forma parte del objetivo de Cauchy y es mucho 
mas importante que la contabilidad exacta de lo que se ha almacenado. 
Tambien en las Legonssur le calcul infinitesimal, la formula del binomio de 


Es interesantc cscuchar aqui la critics de Oskar Schlomilch en su Handbttcb der algt 
Analysis, Iena, Frommann, 1845, quien reprocha a Cauchy su falta de una arquitectura 
racional y por lo tanto intenta conferirle una. Ahora bien Schlomilch ignora cl papel de la 
continuidad en la prueba de la f6rmula del binomio. Por falta de una regulaiidad la prueba 
del critico aleman cae de nuevo en un drculo vicioso del siglo XVIII sobre el que 
regresaremos. Para ser aceptada como tal, la arquitectura del texto de Cauchy exigtra el 
reconocimiento de los problemas anteriores. Este reconocimiento es una de las mayores 
dificultades de la historia de las matematicas y es precisamentc ahi en donde las lecturas 
"histbricas" de una obra son importantes. 
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Newton reaparece en toda su generalidad pero a traves de la formula de 
Taylor. Que no haya induccibn ni clrculo vicioso con esta segunda prueba 
tan diferente, es claramente un hecho importante para juzgar el rigor de 
Cauchy - lo veremos mas adelante- y tambien para comprender que el 
curso puede superarse, sabe eliminar procedimientos-precisamente los 
del Analisis algebraico— pues si estos han dado resultados, sobre estos 
resultados es posible obtener meras construcciones olvidando su genesis. 
Hay en Cauchy, como en otros creadores de arquitectura, un juego del 
olvido, un borramiento de la base y el surgimiento de dinamicas 
novedosas. La descripcibn arquitectonica merece ser calificada. 

Si la estructuracibn del Analisis algebraico en torno del binomio, tal 
y como lo acabamos de describir 34 , sorprende al lector moderno, este 
efecto es buscado por el propio Cauchy. Hoy la fbrmula del binomio 
de Newton, la expresibn en serie entera de potencias cualesquiera de 
( 1 + x Y, la ley que rige el calculo aproximado de raices, se considera 
como un resultado anexo, la simple consecuencia de la formula de Taylor 
por el desarrollo de una potencia en serie entera tras la identificaci6n de 
los coeficientes de esta fbrmula con las derivadas sucesivas (divididas 
entre el factorial de n). Restringir entonces el Analisis algebraico a la sola 
arquitectura del binomio nos parece ftiera de lugar, mal ligado a la 
continuacion en el Calcul infinitesimal a la que estamos habituados. 

No es que busquemos un reproche de inexactitud o que el edifkio 
pueda tambalearse, en Cauchy la elision de la formula de Taylor en la 
primera parte se presenta como un fenomeno importante y con la 
aprobacibn de ingenio su obra aparece afectada, asi como algunos poemas 
en donde se proscriben ciertas rimas o ciertas asociaciones de vocales. El 
matematico no puede dejar de recordar que el Analisis algebraico es s61o 
un pbrtico, una primera parte, que no es un tratado de calculo infinitesi¬ 
mal y en particular el concepto de derivada no aparece, lo que prohibe 


Esta estructuracibn ha si do oividada por los historiadores que han atribuido a la fbrmula 
de Newton solo una importancia secundaria en e \ Analisis algebraico. Era una actitud natural, 
sostenida sobre ia practica de los materaaticos que disponian de la continuacibn con cl 
Calcul infinitesimal y mas aun por la propia construccion de Cauchy. Para reconocer el papel 
del binomio es necesario desarmar sin reducir a los elementos mis simples. 

Cauchy se disculpa por utilizar los infinitamente pequehos - “no he podido dejar de dar 
a conocer las principala propiedades de las cantidades infinitamente pequenas" [p. ij] y les da otra 
interpretacibn, remite para despufcs el calculo infinitesimal propiamente dicho- "seprobard 
mds adelante" [p. 166]. 
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a priori la formula de Taylor. Pero al decir esto y evocar un portico, si es 
precisamente el objetivo arquitectonico de Cauchy, nos toca dar cuenta 
de ello sin darlo por apropiado. Tomar, al contrario, el Andlisis algebraico 
como un recuento de todo lo que era posible hacer sin utilizar la 
derivacidn, es una calificacion que al eliminar toda estructura no permite 
dar la importancia a la formula del binomio. Si la formula de Taylor no 
interviene al principio de sus Legons sur le calcul infinitesimal, una explica- 
cion propuesta implica una decision general en cuanto al orden de los 
dos cursos: “me vi forzado a remitir al cdlculo integral la formula de Taylor; 
esta formula al no poderser admitida de manera general mas que cuando la serie 
que encierra se reduzca a un numero finito de terminos y se complete por una 
integral definida ”* 6 . De este modo corresponde al historiador el situar 
como una primera parte lo que es solo el principio del trabajo de Cauchy, 
para lo cual hay que ver en perspectiva general el analisis algebraico. El 
titulo mismo de la obra se incerta en una tradicion cuyo significado nos 
resulta familiar al igual que arcaico. Este analisis algebraico {no es un 
juego de reglas bien delimitado del cual Cauchy hizo un pilar? 


Lo que representaba el Andlisis algebraico a principios del siglo XIX 

El termino nos remite, al menos, a la Introductio in analysin infini- 
torum 37 que Euler publico en 1748. Mas alia de la coqueteria hay tal vez 
una motivacidn ironica de Cauchy en terminar explicitamente su Andlisis 
algebraico con una referenda al autor cuyo programa quedaba asi termi- 
nado definitivamente: “sepuede consultar la excelente obra de Euler cuyo titulo 
eslntoductio in analysin infinitorum ” [p. 576]. En todo caso, asi como pasaba 
en silencio la formula de Taylor, Cauchy no seguia los pasos de uno de 
sus predecesores en la catedra de analisis en la Escuela Politecnica, 
Lagrange, quien in ten to culminar el programa de Euler tanto en su Theorie 
des fonctions analytiques, cuya segunda edition aparecid en 1813, como en 
su Calcul des fonctions , del cual una edicion aparecid en 1806. Es demasiado 
decir que el Andlisis algebraico no constituia un cuerpo organizado de 


34 A. L Cauchy, Resume des Itfons donnees d 1't.colt rqyale polytecbnique sur le calcul infinitesimal, 
Paris, Debure, 1823, Introduction p. 5 (la formula de Taylor aparece en la tecci6n 36). 

37 L Euler, Introductio in analysin infinitorum, Lausanne, Bousquet, vol. 9, 1748. Leonhardi 
Euleri Opera Omnia, Ser. 1, vol. 8-9. 
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manera rigida y que su reorganizaci6n estaba en juego cuando Cauchy 
intend no. 

Previo al calculo diferencial y al calculo integral, Euler inaugura con 
su tratado de 1848 un nuevo campo cuyo primer objetivo es el estudio 
de las funciones y sus determinaciones y cuyo segundo objetivo es la 
clasificacibn de las curvas. De manera sistematica evocaba las propiedades 
de las funciones de base — los polinomios de una de o varias variables, 
las exponenciales o los logaritmos, las funciones trigonometricas— 
cuidandose de dar una definici6n precisa y generalizable en el piano 
(complejo fuera del caso de los polinomios). El analisis buscaba la 
obtencibn del desarrollo de estas funciones en series enteras a partir de 
una hipbtesis de estructura, la obtencibn de cualquier numero real como 
producto de un infinitamente grande y de un infinitamente pequeno y 
de algunas reglas de limites y el reemplazo de cantidades infinitamente 
grandes e infinitamente pequenas por sus equivalentes mediante los 
procedimientos del algebra de polinomios. Una vez obtenido el desa¬ 
rrollo, ei paso a los numeros complejos — que no se discute y solo justifica 
por la permanencia de la forma— generaba otras representaciones para 
las funciones. Por ejemplo para z complejo, la expresion del desarrollo 
en serie 


* « z z 

/= 1+TT+Ir 


daba, para_y real, la formula 


( 6 ) 


£ y = cos y + i sen^. 


Es pues la obtencibn de tales identidades, a partir de las repre¬ 
sentaciones analiticas de las funciones, el objetivo asignado a este analisis 
previo. Quedaba pendiente, sin embargo, justificar la extension maxima 
del campo de las variables que intervenian en las identidades encontradas 
por medios de desarrollos que no eran siempre convergences y mediante 
los cambios de variables, por ejemplo el paso (6) para los valores 
complejos de y. En este sentido el analisis algebraico era problematico 
puesto que carecia de medios para alcanzar sus objetivos 38 . Se interrogaba 
tambien sobre la validez de una formula como la de de Moivre. 


38 Ver por ejemplo J. Dhombres, Une hole revolutionnaire en Van III. anexo 6, Paris, Dunod, 
1992. 
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(cosx + >Pi sen jt )* = cos »* + V-l sen nx 

cuando se intentaba pasar de un entero naun numero real arbitrano . 
De la misma forma se interrogaba sobre la validez extensiva de la formula 
del binomio de Newton 40 . En resumen, para retomar la expresion de 
Cauchy, era necesario examinar la extension de la generalidad del algebra. 
Hasta aqui lo que se refiere al termino algebra en la expresion que retiene 
Cauchy quien, es claro, critica a sus predecesores al retomar su propio 
vocabulario. jNos queda el termino analisis! 

Al hablar unicamente de un analisis infinitesimal, olvidando el 
plural en el titulo de Euler - analisis de los infinitos- se pierde la 
distincibn entre dos papeles asignados al infinite. El primero de ellos, 
que es fundador, consiste por ejemplo en que si x tiende a 0 y n hacia 
infinito, al escribir y - n x, entonces bajo la forma a*, si se parte de 

1 

c? = 1 + kx t y solo se toma en cuenta que k - hm — entonces 


a y = a nX =( l + kx) n = 1 + nkx+ n ^ ^k z x? + 

,»(»— 1 ) 1 

lo que da a su vez, por medio de la identificacion de con l y 

dc(nx) 2 con y, la expresion que permite el calculo de la exponencial 


/=! + 


kj 

1 ! 



n ! 


Este papel del infinite es fundamental. El segundo papel, muy 
diferente, se encuentra en la escritura de la serie entera con la adjuncion 
indefinida de tbrminos, una manipulacion que podia regirse mediante 
reglas formales, las que era necesario elaborar. Un programa atractivo de 
reorganizacion del analisis algebraico consistia en reducir el primer papel 
del infinito al segundo. Dicho en otras palabras en fundar todo sobre el 


39 Esto a sido bien senalado por H. N. Jahnke, Motive und Problem der Arithmetisierung der 
Mathematik in der ersten Hdlfu des 19. Jahrshunderts. Cauchy’s Analysis in der Stcht des 
Matbematikers Martin Ohm. Archive for the History of Exact Sciences, 37, 1987, pp. 101-18Z. 

40 Las distintas pruebas de la f6rmula del binomio de Newton hasta Abel en 1826 fueron 
cl objeto de una monografia escrita por M. Pensivy, “Jalons pour une epistemologie de la 
formule du bindme de Newton” Sciences et Techniques en Perspectives. Vol. XIV, 1987. 

41 Lagrange afirmara en su Iheorie desfauctions analytiques que Halley, y no Euler ,es el inventor 
de este juego particular del infinito (§ 22, p. 18). 
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calculo de las series enteras. Lagrange propone tai via 42 , que habia sido 
elaborada, por cierto en epoca muy temprana en Turin, y que puso en 
forma en 1797 en su Tbeorit desfonctions analytiques de la cual es prudente 
dar ahora el subtitulo completo: * desprendidas de toda consideration de los 
infimtamente pequenos o de las magnitudes evanescentes de los timites o de las 
fluxiones,y redutidas al analisis algebraico de las cantidadesfinitas". El mismo 
retomo esta via en su Calcul desfonctions cuyo objetivo, el desarrollo de 
una funcion en serie entera, esta bien descrito en el primer capitulo: “« 
pues mas natural y mas simple considerar inmediatamente el desarrollo de las 
funciones, sin emplear el arcuito metafisico de los infinitamente pequenos o de los 
limites; y es llevar al calculo diferencial a un enigma puramente algebraico al 
hacerlo depender de este desarrollo^. 

Por brillante que hubiera podido parecer, la tesis de Lagrange no 
permitio estructurar verdaderamente al analisis algebraico porque no 
respondia al problema central de la extensidn de las formulas analiticas. 
Otro programa de reorganizacion podria consistir en dar un sentido mas 
profimdo al concepto de limite sobre el cual D’Alambert fundaba sus 
esperanzas en algunos articulos celebres de la Enticlopcdia, y que S. F. 
Lacroix adopto. La dificultad de este programa radicaba en que era 
necesario tomar en cuenta de manera simultanea los dos papeles del 
infinito en el Introductio de Euler. 

Pero no todos los autores tenian la intencion de reorganizar este 
analisis algebraico y buscaban, a pesar de los problemas de fundamento 
y de objetivo que aun no estaban claros, extender y proseguir su 
desarrollo. Encontramos pues en el marco del analisis algebraico estudios 
sobre las series enteras al margen de cualquier convergencia numerica y 
en particular el desarrollo de un analisis asintotico encargado de recu- 
perar la information de las series divergentese. Este aspecto del analisis 
algebraico fue redescubierto hasta fines del siglo XIX, precisamente 
despues de la ola arrolladora de la matematica de Cauchy, lo que nos 
muestra una vez mas que este autor rompio un movimiento previo 44 . 


Una descripcidn fiel del proyecto de Lagrange esta dada por J. L. Ovaert, la these de 
Lagrange el la transformation de {’analyse, en Houzel, Ovaert, Raymond, Samuel, Pbilosopbie 
et calcul de I’infim, Maspero, Paris, 1976, pp. 159-199. 

M )■ M. Lagrange, Calcul desfonctions..., op. at., p. 10. 

El redescubrimiento de las series divergentes no signified un abandono del canon de rigor 
que establecid Cauchy y mas bien signified un fendmeno de absorcidn, el surgimiento 
ulterior de un punto de vista olvidado, que se adapto a la corriente dominante (Or. E. Borel, 
Lefons sur Us senes divergentes, Paris, Gauthier-Villars; G. H. Hardy, Divergent Series, Oxford) 
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Pero tambien hay un juego en el analisis algebraico, juego formal sobre 
las series enteras que se asemeja a un algebra en donde se considera a las 
series como polinomios de un grado infinito: elevacion de una serie a 
una potencia entera, composiridn de series por funcion de funcion, 
inversion de series, etc. De golpe todo el calculo differencial queda 
excluido de este anilisis por lo que en ocasiones se intento reemplazarlo, 
incluso pudo aparecer como una derivacion del programa de Euler y en 
ella se incluyen varios matematicos de la escuela combinatoria alemana. 
Derivacion, en el sentido de Euler, que concebia al analisis algebraico 
unicamente como una introduccion y no como un fin en si. Al igual 
que Cauchy por cierto, pero ya no se trata del mismo analisis algebraico 
y ello explica por que el segundo tuvo exito en superar los problemas que 
el primero no supo evitar. Encontramos aun en el analisis algebraico 
trabajos sobre la convergencia de las series enteras, trabajos que son muy 
proximos de algunas demostraciones de Cauchy. El caso mas claro es el 
estudio que Gauss hizo de las series hipergeometricas 45 , y no debemos 
olvidar al propio Lagrange quien en la leccion IV de su Calculdes Fonctions 
procede por encaje y calculo de los residuos a partir de una serie alterna . 

A pesar de su variedad, los teoremas que aparecen de manera 
recurrente en el analisis algebraico que dominaba antes de Cauchy son 
los escollos de una teorla que no habia alcanzado aim su realizaci6n. Elios 
se refieren a ciertas identidades. El binomio generalizado de Newton es 
uno de esos temas y podemos ver como interviene en Euler, y en algunos 
otros, teniendo como consecuencia la expresion de la potencia de una 
funcion trigonometrica en combinacion aditiva de la misma funcion con 
argumentos multiples. La validacion de tales formulas seguia siendo un 
objetivo. 

A decir verdad el binomio de Newton desempena un papel suple- 
mentario en relation a las otras formulas, puesto que articula al analisis 
algebraico con el analisis diferencial que praticamente habia quedado 
proscrito, aun cuando esta articulation sea problematica; en efecto, es el 


45 Disquisitio generates eirca seriem infinitam 

a • B rWff + nnfB + n , qf a + l>(a + 2)P(P + i)(P tllj^ 
1+ T7 JC+ 1* 2- y( y + 1 ) 1- 2" 3-y(y + 1)( Y + 2 ) 

Comm, sot Reg. scienL gottigensis, 1813, pp. 1-46 y Wtrke, Vol. 2, pp. 123-162. 

46 Ver por ejemplo las piginas 43, 44 y 45 de esta lecc»6n ( ast estaranos seguros de obtener a 
[raves de estas exprcsiones los logaritmos exactos hasta s eifras... ). 
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binomio, valido para un exponente cualquiera, el que permite calcular 
la dirivada de una potencia cualquiera, un resultado del cual el calculo 
diferencial no puede prescindir. La dificultad consiste entonces en probar 
la generalidad de la formula del binomio, sin hacer intervenir la pro- 
piedad de la derivada de una funcidn potencia. Por ello estaban 
tan estrechamente ligadas la f6rmula del analisis algebraico que daba 
( 1 4- * )** = 1 4- p jr 4- ..., para un p cualquiera, y la del calculo diferencial 

que daba = H & *. Euler mismo habla reconocido la existencia 

de un circulo viciosos que no habia podido romper, al igual que sus 
sucesores, a pesar de las numerosas tentativas en las que habia participado 
todos los intentos de reorganizacion del analisis algebraico. Logicamente, 
aun cuando el analisis algebraico debia preceder al analisis diferencial, 
este lugar no estaba asegurado. Es precisamente la distincion entre un 
antes y un despues lo que logra con exito Cauchy, pues podia haber una 
tercera via: se comprende entonces por que fue buscado con tanta 
insistencia por parte de la Escuela combinatoria alemana un "teorema 
fundamental del analisis” que Hindenburg creyo haber encontrado con 
la elevaci6n de una serie a una potencia, Der polynomische Lebrsatz das 
wtcbtigste Theorem der Ganzen Analysis, segun el titulo adoptado para su 
libro en 1796. Esta escuela se continuo en el siglo XIX con A. A. Rothe 
y sus trabajos fiieron bien difundidos en los manuales como el de Martin 
Ohm o el de E. H. Dirksen en reaccion al Analisis algebraico. Esta reacci6n 
se debe rnenos al vocabulario novedoso de Cauchy que a una tentativa 
mas antigua de obtener una estructura muy diferente. En Francia, la obra 
de J. G. Gamier, quien reemplazo a Fourier como profesor de analisis en 
la Ecole Polytechnique durante una estancia de este ultimo en Egipto, 
hace un analisis selecto de los resultados y metodos del analisis algebraico 
hacia 1800 , tal y como Io habia intentado ya anteriormente Lacroix en 
su introduccion al Traite du calcul differentiel et du calcul integral que sera 
reimpreso en 1810. De este balance se excluyen los metodos combinato- 
rios alemanes y el original calculo de las derivaciones de Arbogast 48 o las 
funciones analiticas de Lagrange. Se excluyen tambien las dudas sobre la 


48 J” F * Garnicr ’ Ltf 0 ™ & rakul diffbentiel et integral , Paris, Baudouin, 1801. 

L F. A. Arbogast, Du calculdes derivations, Estrasburgo, 1800. Un estudio detallado de este 
libro se debe a J. P. Friedelmeyer, Le calcul des derivations d’Arbogast et son influence, tesis, 
Umversidad de Nantes, 1992; por aparecer en los Cahiers d'Historic et de philosophic des science^. 
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constitucion de un campo matematico particular. Estaba esencialmente 
asociado al analisis algebraico de principios del siglo XIX la presentacibn 
de las funciones elementales, exponenciales y trigonometricas este marco 
elemental que parecla no tener riesgos era sin embargo dudoso. En efecto, 
podrla desaparecer del horizonte de este nuevo campo la formula de 
Taylor, la cual vale para todas las funciones elementales. Aun si esta 
formula, debido a la presencia de las derivadas sucesivas, salia del marco 
algebraico, el hecho de que Euler hubiera intentado su demostracion 
utilizando la f6rmula del binomio de Newton no se habla olvidado, aun 
cuando su metodo no se volvi6 a utilizar. En suma la formula de Taylor 
servia de frontera al analisis algebraico el cual podia verse como todo 
aquello que e$ posible hacer sin esta fbrmula y como todo lo que es 
necesario hacer para demostrarla. Cauchy dej6 de lado este papel de la 
formula de Taylor y la remiti6 al calculo integral, al mismo tiempo que 
daba un sentido novedoso al analisis algebraico adaptandolo como un 
paso o una formacibn, como una propedeutica, y no como un recurso 
mas simple y eventualmente menos riguroso. Si Cauchy mantiene la 
expresion “analisis algebraico" a la que el mismo habia inflingido 
cambios tan profundos, es porque el consideraba que deberia de perder 
su adjetivo y devenir simplemente analisis. Este analisis debe hacer 
desaparecer tambien a su origen. 


Las operaciones de completud de Cauchy: una revolution tranquila 

Al describir asi las metas del analisis algebraico, al interpretar comoun 
programa el texto de Euler al igual que la mutation llevada a cabo por 
Cauchy, al insistir sobre un orden de presentacibn, tal vez minimizamos la 
practica matematica, esta recti ficacibn continua de pruebas mediante la 
incorporation de lemas que vienen a llenar las lagunas, y que I. Lakatos 
asegura que informa a la tcoria 49 . Es bien claro que si Cauchy reformo las 
pruebas disponibles de la formula del binomio de Newton es porque 
meditb las demostraciones de Euler y de otros, y si no menciona a esos 
autores en su obra, es tal vez porque los ha desviado en provecho de una 


49 I. Lakatos, Proofs and Refutations. The Logic of Mathematical Discover , J. Worral, E. Zahar 
(eds.) Cambridge University Press, 1976. 
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construccion distinta en la cual la continuidad se convirti6 en una piedra 
angular - Different proofs yield different theorems- 50 . 

La lectura de Euler por Cauchy se torna clara a propdsito del 
establecimiento de la ecuaci6n funcional que trata sobre la transforma- 
ci6n de una suma en un producto que el matematico mas celebre del 
siglo XVIII proponla en 1774. El llamaba [ fJ. ] a la serie del binomio 51 : 

(7) [n ] = 1 + ^jr + + ^ 

1*2 1 - 2-3 • » 

y se daba a la tarea de establecer la relation [h][h'] = [h+ji' ], 
mediante el metodo de las series, es decir poniendo a priori el producto 
[ pi ] [ ' ] bajo la forma de una serie de potencias: 

n = 0 

Validar (2), es decir el producto de los corchetes en la escritura de 
Euler, es aceptar la unicidad del desarrollo en serie entera y probar que 
para cualquier entero n, si se hace 

1-2-3 ■ n 

se tiene autom&ticamente 

(8) An (H' ) = a n ( H + \i ' ). 

Desde luego que la igualdad (8) representa la igualdad de las expresiones 
(3) y (4) que Cauchy prueba en el capitulo IV del Andlisis algebraico como 
ya lo vimos. El reencuentro de Euler y Cauchy es claro. Pero la de- 
mostracion a la que se remite Euler se apoya sobre el principio de 
permanencia de una forma funcional — es la antigua via para tratar a las 
funciones— ya que este principio justifica el paso automatico de un 


50 I. Lakatos, op. at., pp. 65 a. 

L. Euler, “Demonstrate theorematis newtoniani de evolutione potestation binomiu pro 
casibus exponentes non sunt numer! integri", Novi Comm. Acad. Sc Petrop. 19, 1794, pp. 
103-111; Leonhard/-. Eultri Opera Omnia, ser, 1, vol. 15, pp. 207-216. 

Una traduccion francesa de Euler aparecio en J, Dhombres, “La rigueur mathematique, 
Euler et le XVIII siicle", Adas de la Universidad de verano sabre la historia de las matemdticas, 
IREM de Toulouse, Toulouse, 1986, pp. 163-255. 
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resultado valido para los enteros (la exactitud de la relaci6n (8) cuando 
ji y p. ' son enteros proviene de la formula del binomio finito, es decir 
cuando el exponente es entero) a un resultado valido para todos los 
numeros reales. A pesar del elogio que hace Euler —hoc ratiocinium non 
vulgare probe notetur, quoniam eo tota vis nostrae demonstration is - Cauchy 
abandona sin pesar este principio “extraido de la generalidad del algebra y 
se apoya con rigor sobre la naturaleza polinomial de las expresiones 
An ( p , p' ) en p , py a» ( \i ) en p. Lo que le pemite concluir sin 
dificultad la igualdad (8) toda vez que esta se cumple para una infmidad 
de valores. Es el teorema 1, §2, Cap. IV del Andlisis algebratco del cual 
vemos que completa el resultado de Euler. 

Para poder aparecer, y el ejemplo es claro, el rigor de Cauchy no ha 
tenido necesidad de criticar explicitamente a Euler: de alguna forma este 
ultimo es "reformado” sin ser citado, rigorizado a traves de una^sana 
utilizacion de la nocion de polinomio, tambien es completado . A1 
lector le queda la tarea de constatar que esta es una manera en la que 
Cauchy se deshace de la noci6n de funci6n como forma. A1 lector, al cual 
Euler no dio informacion — un alumno de la escuela politecnica por 
ejemplo— seria inutil decir mas pues este ultimo debe sustentar su 
comprensidn en la sola definici6n de funcion dada por Cauchy en el 
capltulo I: “cuando las cantidades variables estan de tal manera relacionadas 
entre si que dado el valor de una de ellas es posible conduu los valores de las 
demos, concebimos a esas diversas cantidades expresadas por medio de una de ellas 
que toma entonces el nombre de variable independiente; y las otras cantidades 
expresadas por medio de la variable independiente se llaman funciones de estas 
variables ”. Un polinomio es pues una funcion particular sobre el cual 
puede valer el principio de permanencia de las formas que Euler atribuia 
con mucha generosidad. Para hablar con rigor se debe marcar la restric- 
ci6n y eliminar lo impreciso. 

Que Cauchy "completa” a Euler se ve de manera ejemplar en su 
resoluci6n de la ecuacion funcional (2) ya que este solo la resuelve para 
la versidn reducida de los numeros naturales y s61o expresa la formula 
del binomio par un exponente racional "positivo o negativo”, es decir 
con su notaci6n: 


52 “Este razonamiento no se debe considerar como anodino pucsto que toda la fuerea de la 
demostracibn descansa sobre el". 
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Qye Euler se detenga en los racionales, y que no pase a un exponente 
cualquiera, no es s61o simple desinteres sino mas bien el signo de una 
incapacidad tedrica de ir mas lejos en la via fimcional explorada 53 . U 
dificultad de una transicion a un exponente real cualquiera es de 
principio, la cual es eliminada por Cauchy gracias a la continuidad de la 
funci6n [ p ] la que se apoya sobre el hecho de que “un numero irracional 
es el Umite de las diversasfracetones que dan valor es coda vez mas prarimos" 54 . 
Cosa que Cauchy nunca dej6 de subrayar cuando dictaba su curso. AI 
resolver el problema de la fdrmula del binomio de Newton, al completar 
las demostraciones antiguas sin alterar su orden, Cauchy encontr6 los 
conceptos eficaces del analisis y su Analisis algebra'tco tiene como objetivo 
el mostrar esto. 

A falta de una documentaci6n mas explicita y de algun testimonio, 
es dificil asegurar una causalidad en el descubrimiento — la creaci6n de 
la continuidad con el objeto de mostrar rigurosamente la fdrmula del 
binomio- pero al menos el texto conlleva un orden en el que la 
continuidad desarrolla su funcionamiento en una regulaci6n de pruebas 
previas al binomio de Newton. ,;Revoluci6n o tradici6n? La pregunta 
obtiene una respuesta a traves de una slntesis hegeliana casi perfecta. Si 
la continuidad aparece en el Analisis algebraico de Cauchy como la piedra 
angular sobre la que se apoya el peso de la construccidn, no se debe olvidar 
el otro papel que juega, la cimentacion de las diversas pruebas en los 
cursos de Cauchy y la incorporacion de una tradici6n. ;Se trata de una 
tradici6n? 

Que la justificaci6n del paso de los racionales a los reales haya sido 
antes de Cauchy un verdadero bloqueo no significa * contrario que, 
planteada ab ovo> la continuidad resuelva todo magicamente. 


Euler mtemara otro camino, igualmemc funcional, para obtener la f6rmula del binomio 
pero solo se conocera despues de su muertc: “nova demonstratio quod evolutio potestatum 
bmomn newtomana et.am pro exponenUbus fracte valeat” Nova Acta Acad Sc Pttrop. 5 
, 17 ? 7 (m9 }’ PP- 52 * 58 ; Opera Omnia, I, vol. XV1-1, pp . 112-121. El titulo indica claramente 
la limitacion del exponente a los valores racionales. 

Se comprende bien porque hay una interrogacibn en el estudio de T. Koetsier “auchy’s 
Rigorous Calculus: a Revolution in Kuhn’s sense?” Nieuw. Arch, voor Wiskundc (4) 5 1987 
pp. 335-354. ’ ’ ’ 
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Es particularmente interesante constatar que Cauchy, en relacion al 
binomio de Newton, no tomo en bloque la tradicion matematica anterior 
sino que seleccionb con cuidado la via de Euler; por encima de la de 
Lacroix y la de Lagrange, aun cuando ambas nacen del metodo fun- 
cional 55 , a pesar de ser mas simples de manipular y aparentemente mas 
faciles de reformar. Vale la pena dar cuenta de ello si se quiere resistir a 
la tentaci6n de presentar a los textos de Cauchy como una simple 
con$trucci6n mecanica una vez que se adopta la decision del rigor; si se 
quiere mostrar que el rigor no es solo una decisi6n sino que implica una 
eleccion muy rigurosa de lo que le ha precedido. El rigor rima con la 
eleccion si se tiene ya un criterio. 

Lacroix intenta probar el desarrollo en serie de (/> + x )** sin res- 
tringirse al caso de los valores enteros y positivos de p: debemos de 
mostrarla nuevamente con un procedimiento que no este sujeto a esta restriction 
Un argumento combinatorio — una asociatividad puesto que se trata de 
la identidad ((/ > + a;) + «y‘ = (/? + (x+«)y 1 -lo lleva a la escritura 

(i+* f= i +/(n)*+ /(>l)( { ( ! ! L) ~ 1) -^ 

(9) 

ftuHfful-iHffn)-!),), 

1-2-3 

en la que solo interviene una funcidn/de p, la cual es a priori desconocida, 
y es la fiincion que se trata de determinar. La relacion sobre las potencias 
que presupone su definicion para numeros p y p ' cualesquiera, 

junto con la unicidad del desarrollo en serie entera que Lacroix no evoca 
en su exposicion, discrimina la ecuacion funcional 

(10) /(p + p')=/(P)+/(P')* 


ss Este metodo se describe en J. Dhombres, “Les presupposes d’Euler dans l’emploi de la 
methode fonctionnelle”, Revue d'Hisloirt des Sciences, XLr2, 1987, pp. 179-202 y en J. 
Dhombres, "Un texte d’Euler sur les fonctions continues et les fonctions discontinues, 
veritable programme d’organisation de I’analyse au 18e siicle”, Cahiers du Seminaire d Histone 
da Matbematiques, 1988, vol. 9, pp. 1-73. 

36 S. F. Lacroix, Traiti du calcul differentiel et integral, t. 1, Paris, Courcier, 1810, p. 19. 
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ecuacion mas simple que la que gobiema a la funci6n[ p ] de Euler, y 
para la cual el paso a los numeros racionales es casi trivial puesto que se 
tiene evidentemente/( 1 ) = 1 

(n) 

De ahi, al igual que Euler pero por otra via, Lacroix dispone de la 
formula de Newton para el caso racional. Pero al igual que Euler no pasa 
directamente a los exponentes irracionales. Tenemos pues el mismo 
bloqueo ante el cual esta obligado a dar un gran rodeo. De hecho emplea 
otro metodo, y el no lo oculta, al usar el desarrollo en serie entera de la 
exponencial, y luego la del logaritmo de la que extrae de la forma general 
dc/( M ) 57 . Pero en este nuevo marco esta ultima fiincion es redundante. 
Finalmente la ecuaci6n Eincional no ha dado resultado. 

Lagrange encuentra la misma dificultad en su Calcul des fonctions, a 
pesar de que su exposici6n estaria mejor organizada a partir del desarrollo 
en serie entera de cualquier fiincion con la identificacidn de los coefi- 
cientes de las potencias con las derivadas sucesivas de la funci6n. Es la 
expresion de la formula de Taylor (sin residuo) en la que, a decir verdad, 
importa sobre todo el hecho de que el paso de/ (w) a/ ( " + ‘ ) sea de la 
misma naturaleza que el paso de/a/, sin que este requiera para ser 
precisado de una operacion limite: 

(12) f(x+i)^f(x) + if(x) + ~f" (*) + ... + . 

& ft ! 

Lagrange se enfrenta de inmediato al problema del calculo de la derivada 
de una potencia cualquiera 

(13) f(x)=x». 

Cuando “el exponente p es un numero cualquiera entero o Jraccionario, 
positivo o negativo, se demuestra facilmentepor medio de lasprimeras operaciones 
del algebra que los dos primeros terminos de la potencia p del binomio x + i son 
^ + p x 4 1 L” 58 . Asi se tendra con esta restricci6n para la variable p: 


^ S. F. Lacroix, op. tit, n. 35, p. 55 

J. L. Lagrange, Sttr U calcul des fonctions, nouvdks lecorn. Sesiones en las Escuelas Normales 
recopiladas por los estenografos y revisadas por los profesores, L 10, Paris. A l’Imprimerie du 
cercle-social, 1801, leccion tercera, p. 25. Hemos modificado la notaci6n de Lagrange al 
reemplazar su m por p. Igualmente en la f6rmula (12) hemos modernizado al anotar f^^yn ! 
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(14) /(*) = p^ *• 

El autor de la Mecdnica Analitica prosigue con un argumento, que 
es uno de los mas solidos en Cauchy, pero del cual se desprende de 
inmediato sin poder ir mas lejos. “ Como todo numero rational puede 
encerrarse entre Untiles rationales tan proximos como se quiera, sepodria conduit 
de inmediato la verdad del resultado anterior para un valor irrational cualquiera 
de p, puesto que esposible, al aproximar los Umites, disminuir el error a voluntatL 
Pero como se trata aqut de la forma de la funcion derivaday no de su valor 
absoluto en cada caso particular, creemos que debemos dar,para no dejar ninguna 
dtida sobre esta proposition fundamental una demostradon tan general como 
rigurosa" 59 . 

Al abandonar la permanencia de una forma, como la (14), de los 
enteros a los numeros reales, Lagrange se acopla al calculo previo de 
Lacroix - sin citarlo- y llega a su vez a la ecuacion fimcional (10), la 
que modifica de inmediato anadiendo una variable suplementaria 

(15) /(p+ *')+/( p' )+fW )• 

El desarrollo (12) aplicado dos veces al miembro de la izquierda y la 
identification de los coeficientes de la variable i en primer orden dan una 
igualdad sobre la derivada de la funcion/ 

/UO=/'UO 

“De donde se conduye que el valor de la funcion /' ( p' ) debe set independiente 
de la variable p” 60 . Por integration, con los coeficientes a y b por 
determinar, llega a la forma /( p ) = ^p + h P ero cas0 p = 0 da 
b = 0 y el caso p = 1 da a = 1. Asi, luego de un primer tropiezo, Lagrange 
puede deducir por la via de la ecuacidn funcional la formula del binomio 
y comentar que esta es “ tal vez la unica prueba rigurosa que se haya dado 
basta ahora. 

Cauchy no intenta “reformar” las tentativas simples de Lacroix y de 
Lagrange, las cuales no podia ignorar; no les aplica el nuevo concepto de 
funcion continua, el cual podiamos utilizar eficazmente a este proposito. 
El que haya adoptado solamentre la via de Euler se puede comprender si 


J.L Lagrange, op. at, pp. 25-26. 

1 Ibid, p. 26. Lagrange escribe F tn en donde nosotros escribimos/ ’ (U )• 
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se reconoce al Analisis algebraico bajo una optica arquitectonica, ya que 
tanto el procedimiento de Lacroix como la prueba de Lagrange exigirian, 
para ser reformadas , la prueba de la continuidad de la funciony( jj. ): 
esta prueba no puede apoyarse directamente sobre la continuidad de la 
exponencial ( 1 + x f de la cual dispone Cauchy, sino que debe examinar 
la dependencia en |4 del primer coeficiente de x en el desarrollo. Esta 
dependencia no presenta ninguna evidencia. Es por principio que 
Cauchy no podia adoptar los procedimientos de Lacroix y Lagrange, 
puesto que con ellos reencontraria defacto el circulo vicioso ya detectado 
en el siglo XVIII: la expresion de la derivada de una potencia cualquiera 
a partir de la ffirmula del binomio, establecida ella misma para la 
expresion de la derivada de una potencia. En efecto, ^que otra cosa es la 
funci 6 n desconocida _/"( 4 ) sino la primera derivada de ( 1+jc) m ? 
Suponerla continua, o aun el intentar probar su continuidad en el sentido 
de Cauchy, es a priori afirmar, o intentar demostrar, la propiedad del 
objeto que se intentaba contornear por el procedimiento funcional; seria 
pues negar el artificio que se encuentra en el origen del procedimiento 
seguido y nulificar el sentido de un analisis algebraico. Conocedor del 
debate de la tradicion anahtica, Cauchy no habria caido en la trampa. Su 
rigor no consiste en una correccion de todas las pruebas anteriores; es 
mas bien la elecci 6 n de una via directa que pueda reemplazarlas a todas. 
Esta via en el Analisis algebraico es la de la f 6 rmula del binomio probada 
por el metodo funcional e informado por la continuidad 61 ; ya hemos 
insistido en el hecho de que esta via estaba tambien destinada a ser 
superada. 

El rigor de Lagrange, no menos proclamado, consistio por un lado 
en no proseguir el paso de los numeros racionales a los reales bajo la 
formula (14) — la permanencia de la forma no podia justificarse— pero 
mas que eso en la busqueda de una prueba que fuera homogenea con el 
procedimiento fundador de las funciones y de su analisis; es decir, 
basados sobre las derivadas concebidas como coeficientes en la formula 
de Taylor (12). Usualmente mas superficial en sus apreciaciones, Lagrange 
insiste sobre la logica, que organiza toda su construccion: tt la demostradon 
precedente no deja ninguna duda en cuanto al rigor y a la generalidad; ella 


. En lajbiea de Euler, la continuidad indispensable de [m\ es resultado de un teorema 
natural el cual Cauchy tambien enunciara de manera falsa. Regrcsaremos sobre este punto. 
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depends unicamente de lasJunciones derivadas de la forma mas simpley da desde 
el principio un ejemplo notable de su uso en el analisis'* 2 . No importa que se 
piense de la fdrmuia de Taylor - necesidad de orden axiomatico o prueba 
intentada por Lagrange- en su tesis la derivacion es a la vez operacion 
de base y concepto fundamental. <Este concepto puede fundamentar al 
analisis? No en un sentido restringido del analysis puesto que la deri¬ 
vacion reduce esta rama al solo desarrollo de Taylor. Aun cuando es a 
proprisito de este desarrollo que surgiran las dificultades te6ricas, el 
fracaso de Lagrange aparece cuando, con la derivacion, gira y se reencuen- 
tra con !os textos previos del calculo diferencial y del calculo integral, los 
cuales no modiftca sustancialmente 63 . Lagrange pudo aparentar arreglar 
un problema de fundamento, pudo dar la impresion de un rigor 
aigebraico, pero en realidad no intento una nueva arquitectura del 
analisis. 

Alumno de la fecole Polytechnique cuando se reeditaba el Calcul des 
fonctions de Lagrange 64 , Cauchy no se da por satisfecho diez anos despues 
con esta presentaci6n de la derivada en 1821 y ofrece una presentacion 
alternativa que se organizaba en torno de la continuidad: de manera 
radical la derivada no interviene en absoluto en el Analisis aigebraico y es 
desplazada al Calcul Infinitesimal (en la lecci6n 3) y desde ahi organiza a 
su vez, al ser retomada en el calculo integral y completada por la formula 
del Taylor (o de Mac Laurin) con residuo integral (en la lecci6n 38). El 
punto de partida de Lagrange es pues la conclusion de Cauchy: el 
procedimiento de Cauchy es en un sentido estricto una inversi6n del 
orden de Lagrange. La inversi6n de un estilo dominante no es la inversion 
de la tradicirin, de aquella nacida de Euler ya que el procedimiento de 
Cauchy esta completamente moldeado. 

dTema necesidad de hacer explicita esta inversi6n de las ideas de 
Lagrange, la que se podia facilmente constatar? Es claro el silencio de la 


62 J. L Lagrange, Sur le calcul des fractions, op. ciL, p. 30. 

Lagrange que dice cxplicitamcnte haber “reducido cl calculo diferencial a sus verdaderos 
elementos, las funciones derivadas” {Calcul des fractions, leccibn 19, p. 397) no abjura de los 
resultados ya adquiridos en el calculo diferencial y de hecho se suma a las exposiciones 
tradicionales. Vease por cjemplo sus articulos 114 6 133 de su Tbeorie desfonctions anafytiques. 
64 J. L Lagrange, Lefons sur le calcul des fractions, 2a ed., Paris, 1806; CEuvres completes, 
Gauthier-Villars, t 10, 18. Ver tambien J. L. Lagrange “U?ons sur le calcul des fonctions”, 
Journal de l’£cole polytechnique, t. 5 cuaderno 12, Thermidor aiio XII, 1804, pp. 1-130 y 
“Supplement aux lemons sur le calcul des fonctions donnes en Pan VIII (1799) a l'Ecole 
polytechnique" Ibid., t 7, cuaderno 14 abril 1808, pp. 1-90. 
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introducci6n en el que el nombre de Lagrange no aparece, este nombre 
s6Io se asociaba una formula de interpoladon a la que, por cierto, se 
prefiere la forma newton iana para el calculo efectivo (es la nota 5 del 
Andlisis algebraico). 

Ciertamente dos anos mas tarde en sus Lefons sur le calcul infinitesimal 
Cauchy puede exhibir una funcion que pone en entredicho el fun- 
cionamiento elegido por Lagrange con el desarrollo en serie entera. Lo 
hace precisamente en su leccion 38, la antepenultima leccion, al final de 
la cual recupero la f6rmula del binomio de Newton para un exponente 
complejo. 

“Se podria creer que la serie 

HO), ff (0). ~F"(0), ... 


tiene siempre a F ( x ) como suma cuando es convergente, y que en el caso de que 
sus diferentes terminos se anulen uno tras otro, la funcion F(x) tambien se 
anula. Pero, para asegurarse de lo contrario, basta observar que la segunda 

condition se cumple si se supone la primer a condition se 

cumple si se supone F(x) = e~ x + e-^. Sin embargo la Juncion e - ^J 
no es identicamente nulay la formula que se deduce de la siguiente bipotesis tiene 
como suma a su primer termino e~ x y no al binomio e~ x + c- ^ j. Desde 

hace tiempo se sabe que las derivadas sucesivas j se anulan en el 

origen, o mejor dicho, que el Umite en el origen de la expresion es nulo ” 65 . Cauchy 
deduce una condena te6rica : “no esposible sustituir indistintamente las series 
a las Junciones, y para estar seguro de no cometer un error, se debe limitar esta 


65 Ver para estos calculos I. Grattan-Guinness, “Convolutions. ..", pp. 735-737. Ni e — f T 

ni sus derivadas sucesivas estan defmidas en x = 0 de modo que los vatores en ese panto 
resultan de una convencidn (lo que es poco creible a principios del siglo XIX) o de un Umite. 

A partir de tal funcidn, mas de un siglo despues, se deducira la existencia de funciones 
defmidas sobre R infmitamente derivables y con soporte compacto, lo que por dualidad 
permitira construir a las distribuciones (L Schwartz, Thhrie dts distributions, Paris, Hermann, 
1950). 
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sustitucion al caso en el que las funciones,cuando son desarrolladas en series 
convergentes, son equivalentes a las sumas de esas series ” . Argumentar, como 
lo hace Pringsheim 68 que el ejemplo de Cauchy no alcanza el nucleo de 
la teoria de Lagrange 69 es posible a condici6n de hacer un anadido a esta 
ultima y de marcar el acento sobre los puntos singulares. Como es 
normal, la reaccion de salvaguarda aparecib en el Bulletin de la Societe 
philomalique de Paris en junio de 1822. Esto no impidid que Cauchy 
desplegara su construction por limitatidn de la opuesta. Esta construc¬ 
tion opuesta file primeramente eliminada por el lugar secundario que en 
adelante se dio a la derivada 70 . No solo porque una funci6n derivable es 
continua — la constatacion no se hace en el Calcul infinitesimal— sino 
porque la continuidad gula las demostraciones, rige el paso de los 
racionales a los reales, organiza tambien a la integral (independiente- 
mente de cualquier recurso a la derivation, lo que constituye uno de los 
puntos fuertes del trabajo de Cauchy) y a los teoremas de existencia y de 
unicidad de las ecuaciones en derivadas parciales. Asi, la continuidad 
aparece como una idealidad para todo el analisis, y en particular para el 
analisis que se tiene que construir. En este sentido el Analisis algebraico 
puede ser una ilustracion del papel de la continuidad para la f6rmula del 
binomio de Newton. Una ilustracibn que no es una restriccidn del 
analisis y que es s61o un ejemplo. Un ejemplo “elemental”, una pedagogia 
si se prefiere. Pero asi como para leer no es necesario repasar el a, b, c, 
igualmente para trabajar en analisis no es necesario repasar las etapas del 
Analisis algebraico. 


El Analisis algebraico como compendio ordenado 
de funciones elementales 

Al termino del estudio que precede nos reencontramos con el 
problema de lo elemental en tanto que, fascinado por la presencia 


67 A. L. Cauchy, “Sur le developpement op. at, p. 278. 

68 A. Pringsheim, “Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzes”, Bibliotheca math. (3), 1,1900, 
pp. 433-479. Referenda dada por U. Bottazzinc, "Introduction"op. at, p. LXXI. 

* La expresi6n esta dada por Cauchy para designar a la fracci6n racional P(x)/Q,( x ) 
cociente de dos polinomios. 

70 En su muy intcresante trabajo La forma della quantitd. t I y II, Cahiers d’huloirt et de 
philosophic des sciences, M. Panza examina minuciosamente la construccibn funcional de 
Lagrange a partir de la idea de forma y lo hace teniendo cuidado de medir la de Cauchy. 
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repetida de la formula del binomio de Newton, ya que es un medio de 
evitar la derivada en un primer momento de la construcci6n, no hemos 
dado cuenta de los tres ultimos capkulos del Analisis algebraico. Mientras 
que estos at tratar sobre los polinomios y las fracciones racionales, 
funciones elementales todas, pueden inducir un sezgo de perspectiva; sin 
que eso signifique la perdida de la 6ptica constructiva. Y es que con el 
estudio de las “funciones racionales ” Cauchy cierra la lista de las once 
funciones " simples ” seiialadas al principio de su texto, las siete "funciones 

algebraicas”: a+ x, a-x, ax, ^ x a , A x , L{x), y las cuatro "‘funciones 

trigonometricas”: sen x, cos*, arc sen x, arc cos x. Todas el las son continuas 
mientras que permanecen finitas. En otras palabras Cauchy presenta el 
panorama de las funciones elementales de una sola variable a partir de 
las cuales otras funciones se construyen. Este panorama es completo en 
la medida en que todas estas funciones son definidas y desarroiladas en 
series enteras, generalizadas para los valores complejos y a su vez 
— procedimiento analitico por excelencia- , descompuestas de manera 
unica en elementos mas simples 71 : esto es exactamente lo que la Introductio 
de Euler buscaba y lo que Cauchy realiza. Sin la intervenci6n de los 
infinitesimal es mas que a traves de la noci6n de limite, lo que dirige a la 
nocion de continuidad sin recurrir ni a la derivada ni a las reglas del 
calcuio diferencial e integral, el Analisis algebraico por su cumulo de 
funciones es concebido como base elemental del analisis y es este aspecto 
el que se ha retenido. En este sentido A. Pringsheim y G. Faber buscaban 
definir a principios de siglo: “bajo el nombre de Analisis algebraico se puede 
comprender ahora todavta el estudio de los logaritmos ilimitados de numeros 
reales o complejosy el de los metodos especiales que permiten representar con ayuda 
de las series o productos infinitos o fracciones continuas a las funciones elemen- 
tales' 11 . Aspecto importante y que ahora quisieramos precisar pues no se 


El ejemplo mas claro es el de las fracciones racionales, descompuestos por una parte en 
elementos simples - es la terminologia que priva hasta nuestros dias— a partir de las raices 
del denominador y por otra parte desarroiladas en series enteras particulares, las series 
recurrentes. Todo un capitulo, el ultimo, tiene como objetivo establecer que este desarrollo 
es caracteristico de las fracciones racionales. Cauchy no es un innovador en este aspecto ya 
c|ue retoma una tradicion y una enseiianza pero las acomoda en una nueva disposicidn. 

A. Pringshiem y G. Faber, Traduccibn revisada por J. Molk Analyse algebrique, Encyclopedie 
da sciences matbbnatiqua, Paris-Leipzig, Gauthiers-Villars-B. G. Teubner, tomo 2, vol. 2,1912, 

P-4. 
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debe olvidar que el inventario hecho por Cauchy no es limitativo ya que 
la continuidad abre un espectro mucho mas amplio. Es decir, si el Analisis 
algebraico de Cauchy es elemental, lo es en el sentido de simple y no en 
el sentido de elementos limitativos como si fiiera un agrupamiento de 
las piedras fundamentals. En este sentido la descripci6n de Pringsheim 
y Faber, si bien delimita un campo particular hada 1900, resulta muy 
restrictiva para el Analisis algebraico de Cauchy pero sobre todo no nos 
da cuenta de su destino. 

Que el reagrupamiento en Cauchy de lo que es simple se encuentra 
ordenado y no sea un compendio enciclopedico, y que la f6rmula del 
binomio de Newton rija esta organizacion, no ha sido tal vez suficiente- 
mente senalado. Puesto que es dificil percibir el movimiento plural de 
una matematica en construction; doble fenbmeno que de una parte hace 
que cada pieza no sea indispensable para lo que sigue, pero que cada una 
esta linealmente construida. El curso de Cauchy nos obliga a distinguir 
un antes y un despues; no es un artefacto de historiador. 

A modo de experiencia hagamos un inventario en el Analisis algebraico 
de las intervenciones de la exponencial, o lo que es lo mismo de una 
potencia cualquiera, y respetemos su orden de aparicion. Es al principio en 

los Preliminares, que fijan la notacion, que aparecen A * y tambien 

( ( a )* ), una expresion que acapara “los valorespositivosy negativos, cuando 

nt 

existen, de las potencias de la cantidad a marcada por los exponentes n> pero 


tambien los valores imaginarios de esas mismaspotencias p . No podemos hablar 
de una definition cuando Cauchy, unas paginas mas adelante evoca lim 
(A*), tomando el Hrnite cuando x converge a 0 o mas lejos pone ayf entre 
las “funciones cdgebraicas simples" o mas lejos cuando estudia el Iimite de 
[ F ( x ) ]* cuando * tiende a infinite {para una funcion/( x ) positiva y tal 


q U£ /( x + 1) tenga ella misma un Iimite) [teorema 2, Cap. II]. 

/(*) 

Ciertamente puesto que esta en aposicidn — complemento u olvi- 
do 73 — hay que tener en cuenta la larga nota 1 Ilamada Sobre la teoria de 


73 La incorporaci6n de la nota 1 no sera facil puesto que Cauchy se refiere a ella en varios 
pasajes diferentes del Analisis algebraico: se trata de una nota final, de una forma de revisar 
todo lo que se ha hecho. Cauchy no escribe como un ferviente seguidor de la axiomatica 
lo quisiera. 



50 


Jean Dhombres 


Lu cantidades positivasy negativas, en donde la exponenciacion se explica 
y se construye . Llama la atencibn el que la razon que permite poner 
/f para x irracional y A > 0, sea una razon de continuidad mediante paso 
al limite: “cuando x es un numero irracional se puede obtener con numeros 
racionales valor es coda vez mas proximos. Se prueba fdcilmente que con la misma 
hipotesis las potencias de A , marcadas por los numeros racionales de los que se 
trata, se aproximan cada vez mas a un cierto Umite. Este limite es la potencia de 
A de grado x” 75 . Cauchy no explica la prueba: <se debe a que para A in t 
para una sucesion a n de racionales que converge haciax, es una $ucesi6n 
de Cauchy de la cual este autor asegura ipsofacto su convergencia? <se debe 
al hecho de que i\A> 1 y si la sucesidn que converge ax es creciente, 
entonces es una sucesidn igualmente creciente y acotada, luego conver- 
gente? En todo caso la exponencial no recibe un trato particular y en 
terminos rigurosos la multiplicacion de dos numeros reales A B estaba 
fundada sobre la misma razon de continuidad, al ser B aproximado por 

racionales para los cuales tiene sentido la multiplication^^ (“sepuede 

ver fdcilmente que bajo la misma hipotesis el producto de A por los numeros 
racionales en cuestion se aproxima cada vez mas a un cierto Umite, Este Umite 
sera el producto de A por B ”). La unidad de concepcidn a partir de la 
continuidad, cemento y piedra angular, es notable; al proceder de esta 
manera, aun cuando se refiera a las operaciones y a las funciones, Cauchy 
llama la atencion sobre el campo de las variables mismas, de esos numeros 
reales, llamados asi a partir de que Descartes llamaba “imaginarios” a 
aquellos necesarios para la factorization de los polinomios. En cuanto a 
la definition, si bien Cauchy marca una gran sobriedad, es porque se 
apoya sobre una tradition surgida del Libro V de los Elementos de Euclides, 
consagrado a la medida de las magnitudes: "Tomaremos siempre la denomi¬ 
nation de los numeros en el sentido en el que se le emplea en aritmetica, al hacer 
nacer a los numeros a partir de la medida de las magnitudes; y aplicaremos 
unicamente la denomination de cantidades a las cantidades reales positivas o 


En la nota 1, si bien Cauchy intitula a un subcapltulo formaci6n de las exponenciales y 
los logaritmos, no discutesino la funcion inversa, el logaritmo de base A. Es importante 
senalar que Cauchy elimina la notacion ((<*))* cuando b es irracional es decir, la 
indeterminacion de una funci6n multiforme. 

En el texto original Cauchy escribe B en donde nosotros escribimos x. 
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negativas, es dear ; a los numeros precedidos de los signos + 6-” La aritmetica 
aqui no significa la teoria de los nimeros enteros sino aquello que resulta 
de la consideraci6n de las X,oyoi o razones de magnitudes; es el sentido 
que Newton da al numero en su Arithmetica Universalis : “se entiende por 
numero, mas que una coleccion de varias unidades, una razon abstracta de una 
cantidad cualquiera con otra de la misma especie que se toma como unidad". En 
particular los numeros resultan de la comparacion de magnitudes que 
satisfacen el axioma de Arqulmedes — es la hipotesis debidamente presen- 
tada en el Libro V, el mutuo rebasamiento de dos magnitudes por 
equimultiples— por lo que no hay necesidad de que intervengan las 
cantidades infmitesimales. Con respecto a la Antigiiedad, Cauchy anade 
la consideracion algebraica de un signo. Con el niimero y la cantidad 
otras dos nociones intervienen desde las primeras paginas, la de valores 
y la de cantidad variable: " llamamos cantidad variable aquella que recibe 
sucesivamente valores distintos unos de otros"\ el valor numerico de una cantidad 
es “el numero que para ella se toma como base", es decir lo que hoy llamamos 
el valor absoluto, el valor es la representacion de una cantidad cuando se 
le mide a partir de una unidad cuya enunciacion expHcita puede 
desaparecer. Si bien es clara la exposicibn niimerica de las razones en 
Cauchy, esta es fiel a la ortodoxia puesto que la multiplicaci6n de dos 
numeros se construye por el paso al limite y es esta observacion la que 
nos ha llevado a la consideracibn de los elementos de base del analisis. 
Por otro lado la representaci6n geometrica — las cantidades permiten 
marcar las longitudes sobre un eje una vez que se han fijado una unidad 
y un sentido— es secundaria en la exposition de Cauchy y se introduce 
tan solo para explicar la presencia de las lineas trigonometricas (“una 
longitud, medida sobre una linea recta o curva puede ser, como cualquier 
magnitude representada ya sea por un numero o por una cantidad"). 

Si la continuidad de los numeros reales 76 — es as! que se podra 
expresar la densidad de los racionales en los reales— se utiliza para 
explicar la exponencial, la continuidad de esta —continuidad en el 


76 La adici6n (en sentido algebraico) se define sumando los signos a partir de !a adicion de 
dos magnitudes asimiladas a su representacion numerical aqui interviene oficialmente una 
numerizaci6n de las razones. Esta da lugar a la observacion de la conmutatividad de la 
adici6n considerada como un axioma y tambien a la de la asociatividad, la cual se demuestra. 
La regia de los signos para multiplicacidn de las cantidades, en cambio, es probada por 
Cauchy. 
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sentido de una funcion— se adquiere por decreto: u en general sise ven bajo 
la relacion de continuidad las once funciones simples que consideramos..., se 
encontrard que coda una de esas funciones es continua entre dos Hmites finitos de 
la variable x, siempre que entre esos dos Hmites no devenga infinita en ese 
intervalo". Claramente todos los ingredientes para una prueba formal de 
la continuidad estan presentes en Cauchy, a partir de dos escrituras 

limA 1 - 1, 

en donde el limite se toma cuando a tiende a cero y 
A x+a -A c =A c (A a ~ l). 

A1 menos si se acepta para la exponenciacidn la relacidn fundamental 

(16) A x+ y=A x A> i 

relacidn aclarada en la nota 1, pero sin ser demostrada verdaderamente. 
O mas aun adquirida “por continuidad”, puesto que la relacion (16) se 
satisface cuando xyy son racionales. Dicho esto se levanta una petidon 
de principio puesto que no es posible probar la continuidad de la 
exponencial y presuponerla. Cauchy evita ser explicito: un moderno — es 
decir un lector de Cauchy— anade inmediatamente la prueba que 
completaria la exploracion de Cauchy sobre la exponencial. Basta el 
siguiente teorema: si existe, la prolongation por continuidad al eje real 
de una funcidn real continua sobre los racionales es continua. Tomemos 
conciencia que tal teorema es poco concebible en 1821 ya que Cauchy 
no define la continuidad sobre un subconjunto de los reales que no sea 
un intervalo. No es inutil ahadir que el problema en cuestidn —el 
prolongamiento por continuidad— forma parte de todos los tratados de 
analisis. He aqui la version de Bourbaki: "sea X un espado topologico, A un 
subconjunto denso deX,f\ A —> Y una aplicadon de A en un espado regular Y 
Para que exista una aplicadon continua f : X —> Yque prolongue af, es necesario 
y sufiaente que para todo xX,f{y ) tienda hada un limite en Y cuando y tiende 
hada x permanedendo en A. El prolongamiento con tin uof defa X es unico" 11 . 

Casi se podria decir que Cauchy llega al fondo del circulo vicioso 
relativo a la continuidad de la exponencial puesto que la.relaci6n (16) se 


77 Teorema 1, Topotogic generate, op. at., Cap. I, §8 n. 5. 
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plantea como un problema a priori para una funcibn desconocida cp que 
debe satisfacer 


(17) cp(x+^) = <p(Ac) + q>(j f ). 

funcion desconocida para la cual se puede exigir libremente la continui- 
dad. Naturalmente la dificultad surge cuando se debe interpretar una 
solucibn continua de (17) como una exponencial. Una vez interpretado 
A x , Cauchy no puede dejar de ser dogmatico al verificar que ha obtenido 
una solucibn de (17): *m efedo para todo valor positivo de A, la funcion 
A x per man tee continua desde x = -co hasta x = + °c, y la ecuaaon 
A x+y -A x ■ A 3 es identica. LacantidadA esentoncesuna constante arbitraria 
que solo admite valores positivos”. 

Este paso por la formula del binomio no es una forma de evitar la 
dificultad del circulo vicioso. Ciertamente la funcibn (p construida a 
priori como 


(18) 


(p(x)=l + y*+ 


x(x+l) 

1-2 


X 2 + ... 


+ x(x+ 1)... (x-n+ \) x „ | 
n ! 


satisface (17) y es continua sin que sea necesario apelar a la continuidad 
de la exponencial. Esta funcibn podria servir de definici6n para 
( 1 + Xf en donde X es un numero real de valor absolute inferior a la 
unidad yx un numero real cualquiera. Esto podria ser una definicibn de 
la exponencial real. Al igual que (18), al tomar X complejo, podria servir 
de definicirin para la exponencial compleja. Esta forma constructiva 
— ciertamente tentadora— no forma parte del horizonte de Cauchy. De 
manera notable en el caso complejo si bien establece la formula (del 
binomio de Newton) 


( 1 + 2 p cos 0 + p 2 )2( cos 0x + V^l sen ©x) 


= 1 + - p ( cos 0 + V-l 


sen0 ) 


(18) 


^YY^p 2 cos(20+^T sen 2 0) + ... 
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en donde - 1 < p < 1, y 0 = arc tan —P--- en ® ■ } a funcion arc tan se 
1 + p cos 0 

determina entre - -j y y. Cauchy !o identifica con la expresion 

(19) ( 1 + p ( cos 0 + V-I sen 0 ) )* 

porque definio previamente esta formula: ese es el objetivo del Cap. VII, 
en particular del §4: Sobre las raices de las expresiones imaginariasy sobre sus 
potencias fracdonarias e irradonales. 

En suma, la continuidad de la exponencial real o compleja, al igual 
que su existencia esta dada para Cauchy y a partir de ella deduce 
propiedades que no busca definir ni construir. No hay creacion ex nihilo 
de funciones elementales en el Ancdisis algebraico como tampoco se 
generan unas con otras segun un hilo deductivo cerrado. El rigor se dirige 
a la obtencion efectiva de las propiedades y las f6rmulas atribuidas a esas 
funciones: es una culminacion del analisis algebraico si se considera que 
para este las funciones elementales son como otros axiomas. Pero tambien 
se puede decir que el catalogo de procedimientos adoptados para dar esas 
propiedades e identidades relativas a las funciones elementales constituye 
en si mismo una herramienta que nos hace olvidar al analisis algebraico 
y lo lanza a un nuevo campo. Este ultimo punto de vista tiene la ventaja 
de coincidir con el objetivo de rigor que implica tanto una selecci6n 
como una reduccion de los problemas tratados: es debido a que elige el 
campo restringido de las funciones elementales y un numero reduicido 
de igualdades, como la formula del binomio de Newton o la f6rmuia de 
de Moivre, que Cauchy logra desprender un conjunto de procedimientos 
capaces de crear una disciplina, la teoria de las series enteras. Esta 
disciplina asi construida no cubre todo el analisis y encontramos la forma 
particularmente abierta del procedimiento de Cauchy: su inclusion en 
un problema o en un marco dado para resolverlo o reducirlo es siempre 
provisional, asi como la construcci6n de una boveda no es la unica 
finalidad de la construccibn de una basilica. 

El establecimiento por Cauchy de las identidades de las funciones 
elementales es asi diferente de los procedimientos adoptados por Euler 
en la Introduction y tambien de los procedimientos de los sucesores 
inmediatos del maestro de Basilea; en este sentido es un caso tipico la 
siguiente formula 
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( 20 ) 



= /. 


En Euler esta f6rmula esta dada y forma parte de la semantica de la 
idea misma de exponencial ( Cfr. 118 de la Introductto), con la escritura de 
un numero real como el producto de un infinitamente grande por un 
infinitamente pequeno como ya hemos visto. Mediante un paso al Hmite 
bajo el signo de la suma, Euler deduce el desarrollo en serie entera que 
es fundamental 


( 21 ) 


/=1+ f! + 27 + - + i£ + - 


. Cauchy no procede iguai; parte de la formula del binomio de 
Newton para un exponente cualquiera para deducir la f6rmula, valida 
para cualquiera:real 

(22) /To( l+a^) a =l + fj + ^ + - + ^T + - 


$6lo entonces interpreta el Hmite de la izquierda y para ello propone 
dos razonamientos sucesivos. El primero consiste en hacer x= \ para 
obtener lo que podemos llamar el numero e 


e=l+ l\ 


" 2! H 


el segundo consiste en manipular la escritura, donde se suponen dadas 
la exponencial y sus propiedades ( ( A 1 Y = /f y ). 

o ( 1 + 0.x )» = /;«[( 1 + ar)« J= r*. 

Igualmente Cauchy propone otra demostracion que se apoya sobre la 
serie de la derecha en (22) y calca la formula del binomio de Newton que 
aparece asi como un modelo, un procedimiento ejemplar. En efecto la 
serie de la derecha puede Ilamarsetp ( x). Su continuidad no esta en duda 
y por la f6rmula del producto de dos series (el radio de convergence es 
infinito como Cauchy lo ha mostrado) y junto con una identidad 
combinatoria que es el analogo de (3) y que constituye el desarrollo de 
la formula del binomio para un coeficiente entero, Cauchy verifica de 
nuevo la relacion funcional 
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(23) <p(*+J>) = <p(.r) <pOO- 

Su resolucion ya obtenida bajo la hipbtesis de continuidad, y 
mediante el conocimiento de la exponential da, visto que (p ( 1 ) = e, 


<P(*) = (tp( 1 ))*=/. 


Para las identidades de los logaritmos, sobre todo 
lint O +xf~ 

(i -»o 

Por medio de la continuidad deduce Log 2 corao la suma de la serie 


- Log(\+x), Cauchy procede de la misma forma. 


armonica alterna que es convergente 78 . 

Las dos demostraciones de (22) dadas por Cauchy en el Andlisis 
algehraico presuponen las propiedades de la exponencial. Es una de las 
ventajas de la presentacibn de Cauchy el sugerir pasar por alto estas 
propiedades para explotar directamente el conjunto de metodos de las 
series enteras. En la medida en la que este conjunto deberia justificar los 
procedimientos anteriores de Euler, y en que este retroceso histbrico 
constituye uno de los elementos de la herencia de los cursos de Cauchy, 
aqui el adjetivo de “revolucionario” debera aplicarse con precaucibn 79 . 
Cauchy intenta retomar a Euler para probar (22) en sus Exercises dAnalyse 
et de physique mathematique™, tras una critica de Joseph Liouville 81 y una 
prueba paralela de J. A. Griinert 82 . Pero lo que puede aparecer como un 


78 Cauchy considera como evidente que (*) = x-y + y + ... +{ - 1 )* — + ... ya que 
es convergente en Jf=l y continua por la izquierda por el mismo punto, por lo que 
9( 1)= /if, 9(-*) = Log ( 1 +x)~ Log 2. Abel justificara en general el pro- 
cedimiento para una serie entera convergente en un punto de su circulo de convergencia 
(N. H. Abel, “Recherches sur ia serie...”, op. of/.) 

En el sentido de que si Cauchy retoma en el Cap. X la teoria de los polinomios y en el 
Cap. XI la de las fraccioncs racionales, les da una nueva claridad. Por ejemplo pudo seftalar 
la ventaja de una formula polimonial reconocida de antemano para el es tabled mien to de 
identidades combinatorias — como las relaciones (3)— una vez que estas sc verifican para 
los enteros: pero este conocimiento sc limita solamcnte a los polinomios, lo que habia sido 
olvidado por Euler. De la misma forma el teorema fundamental del algebra, ya conocido 
antes de la intervencion de Cauchy, se presenta como una propiedad del campo de los 
numeros complejos. 

“ Tomo 4, Paris, 1847, p. 237. 

J. Liouville, Jour, dr mathmaliquapura et appliquia, t 1,5, 1840, p. 180. 

J. A. Griinert, Arcbiv. Math. Phys. (1), 1841, p. 204. 
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ejercicio de estilo, una recuperacibn en rigor de un procedimiento 
anterior, toma el perfil de una definicidn posible a prion de la exponencial 
por alguno de los dos miembros de la identidad (22). Un procedimiento 
que, al menos en Francia, tendra un relativo exito hasta los anos 1960, 
cuando tanto en los manuales como en los cursos la exponencial fue 
definida por 



Resulta sorprendente que no se halla optado por la serie entera, lo 
que aparentemente se incertaria mejor en la fihacion del Analisis algc- 
braico, concebido como la elaboracion de las reglas sobre las series enteras 
adecuadas a las funciones elementales. Pero hay que aclarar que esta 
definition de la exponencial, que de inmediato aparece como continua, 
se deriva del nuevo orden establecido por el Analisis algebraico. Cabe 
senalar que el problema de aclarar por que Cauchy no adopto esta 
ontologla esta mal planteado, ya que la definicion a partir de (24), como 
a traves de la serie entera, se apoya sobre una convergence, un paso al 
limite. Al igual que la explication de^ que obtiene Cauchy a partir de 

A~*\ explicacibn mas clasica y mas natural. No se ganaba nada con (24) 
sobre el piano de los principios. Mas aun, podemos preguntarnos si el 
recurrir a (24), por su aspecto y por la forma bien organizada del 
razonamiento que sostiene la demostracibn de (22), no tenia la ventaja 
de ocultar la indigencia relativa a la naturaleza de las propiedades de los 
ntimeros reales. Si en apariencia venia de una tradicibn, el rechazo de 
Cauchy a una nueva definicion se desprende de su propia trayectoria de 

ri s of83 ‘ .. , 

No hay que ir tan lejos en nuestra explicacion pues esto sigmhcana 
comprometer a Cauchy en la via de la construction de los objetos 
matematicos — que es un problema mayor de la historia— y, sin aportar 
bases solidas, hacerlo superar la concepcion clasica de la naturaleza de 
un objeto matematico. Basta ver que Cauchy establece una condicion 


83 Se podria defender la tesis mis filosofica que asegura que Cauchy no construye objetos 
en matematicas puesto que pertenece a la tradici6n fenomenal y descriptiva, tradici6n que 
Cantor destruira mediante la aritmetizaci6n del analisis. Cantor y otros pueden utilizar las 
herraraientas que encuentran en Cauchy pero las desvian del objetivo que les habia sido 
asignado en el AnMtsis algebraico. 
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necesaria y suficiente de convergencia de los numeros reales sobre la que 
podra apoyarse para la exponencial. En efecto, y tras rauchos otros, 
constata que para una serie cuyo termino general real es u„, la convergen¬ 
cia de ese termino general a cero no basta para concluir la convergencia 
de la serie U\ + u z +... +u„ + ... y que se requiere ademas que “las sumas 
de las cantidades 

u n, Un + 1 , U n + 2 , ... 

tornados a partir de la fnimera en cualquier numero que se quiera acaban por 
obtener constantemente valores nummcos 85 inferiores a cualquier valor 
asignable >> . Despues de haber dado esta condicibn, cuya necesidad fue 
demostrada un poco antes al expresar que las sumas parciales “difieren 
entre si en cantidades infinitamente pequenas ”, Cauchy enuncia que la 
condicion es suficiente: “ redprocamente. ; cuando estas condiciones se cumplen, 
la convergencia de la serie seasegura". Esta vez no se apoya en ninguna prueba 
y solo se limita a dar unos ejemplos, el de la progresion geometries 
convergente o el de la serie armonica divergente . Nos enfrentamos a 
una paradoja: el enunciado de Cauchy es exacto, e importante, pero no 
lo demuestra. El reconocer la exactitud del resultado requiere, no hay que 
olvidarlo, de una definition precisa del conjunto de los mimeros reales, 
y de aclarar una propiedad topologica que se establecera por los matemati- 
cos de finales del siglo XIX, ^Pudo Cauchy haberlo probado como 
criterio? La respuesta es claramente afirmativa puesto que en la nota 4 
del Andlisis algebraico analiza a dos sucesiones de reales, una creciente y 
otra decreciente, en donde el termino general de la segunda acota por 
arriba al termino general de la primera y cuya diferencia tiende a cero, 
El autor del Andlisis algebraico anade que:‘Vf debe conduir que los terminos 
generates de las series* convergen a un limite com{m”.Pudo haber procedido 


Este adverbio cs muy importante, a falta de una escritura regulada por los cuantificadores 
significa que dada e > 0 para cualquier entera k a partir de una Jt suficientemente grande 
+ +«„ + * | <e. 

g6 Recordemos que el valor numerico designa el valor absoluto, 

Cauchy no pretende aportar ninguna novedad al demostrar la divergencia de la serie 
arm6nica aun si utiliza una suma de terminos « a 2n que esta acotada por lo cual era 
bien conocido. J. Grabiner interpreta mal el adjetivo “nueva” en "nueva prueba” que Cauchy 
utiliza en la p. 128, pues la novedad consiste en una repeticibn en el sentido de “nuevamente” 
[Cfr.y Grabiner, The origins.... op. ciL, p. 104). 

La diferencia entre serie y sucesion no es siempre respetada por Cauchy como por muchos 
matematicos de esa epoca. 
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de la misma forma para demostrar la reclproca y para establecer lo que 
llamamos el criterio de Cauchy sin la necesidad de ahondar en las 
propiedades del conjunto de los numeros reales. Pero seamos mas 
exigentes al buscar la utilizacibn efectiva del criterio que tiene la ventaja 
de asegurar la convergencia sin precisar el Hmite: claramente lo encontra- 
mos cuando el limite no se conoce de antemano. Asi interviene cuando 
se estudia una serie alterna cuyo termino general tiende a cero: se trata 
del teorema 3 del Cap. VI, resultado clasico llamado en ocasiones teorema 
de Cauchy: “si en la serie wo ,«i,.• ■ tin , .- el valor numerico del termino 
general u„ decrece conslante e indefinidamente ; para valores crecientes de n,y si 
ademds los terminos son alternativamente positivos y negativos, la serie sera 


convergente”. Cauchy calcula para el caso en el que u n = ( - 1 )” ■. •. 


calculando de dos formas S n + m ~ Sn en donde 


Sn + 


-Sm- Z u k ~ “77 

A =»+1 » + 1 


f 1 

_±_) 


i 

_L_) 

^n + 2 
( 1 

n + 3 j 
1 ^ 

’ 

v n + 4 

f..l 

>i + 5 J 

[» + 1 

n + 2 j 

| + 

[n + 3 

» + 4 J 


de modo que se dispone del encaje 


1 

n+ 1 


1 

n + 2 < 


S„ 


— <s» < - 


El “criterio de Cauchy” se satisface puesto que S» + m ~ S n “decrece 
indefinidamente para los valores crecientes de n , cualquiera que sea /« 88 , 
lo que basta para establecer la convergencia de la serie”. Una segunda 
instancia natural de utilizacion del “criterio de Cauchy” en el Andlisis 
algebraico aparece con las series absolutamente convergentes, es decir, 


88 La expresion “cualquiera que sea m" corresponde al adverbio "consiantemente” cuyo 
empleo habiamos notado en el enunciado del “criterio de Cauchy". El que Cauchy eliga un 
ejemplo para txatar un teorema general — procedimiento comun en el siglo XVIII- se 
justiftca pues en las condiciones dadas se puede reemplazar ± ~ por ± | u m \. 
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aquellas en donde ^ u n | converge. En efecto, se debe mostrar a 

n - \ 

00 

su vez que ^ u» converge sin poder encontrar, a partir de la suma 

n = 1 

de los valores absolutos, ningun valor a la suma. Teorema trivial que 
encuentra por primera vez un lugar en un texto gracias a Cauchy. Este 
se limita a utilizar para su demostracion la desigualdad 




s Z i u k i i 

k = 0 


para concluir, cuando k=0, se esperaria la desigualdad 





n + m 
k = n 


I u k I 


que permite la utilizacibn de los residuos de Cauchy y del “criterio de 
Cauchy”. <;Se puede pensar hoy de otra forma? 89 

De manera mucho mas sutil, pero no por ello diferente, es la 
utilizacibn del “criterio de Cauchy” para la definicibn de la integral. Esto 
se hace en la leccion 21 del Cdlculo infinitesimal en donde define 


f* fi x ) dx cuando f: [ Xo, X ) —> R es una funcibn continua, a partir 
xo 

de las sumas indicadas por D n de las divisiones, 


Se puede atribuir a un olvido el mal uso de los indices o creer que el acotamicnto del 
residuo de Cauchy era trivial. Es dificil de creer, como lo suguiere J. Grabiner que Cauchy 
se hubiera conformado con un acotamicnto de las sumas parciales para deducir la 
convergencia de la serie cuando los tirminos son de cualquier signo. Ello equibaldria a 
suponer un error en Cauchy de un tipo sin paralelo. Dicho esto, la utilizacibn del “criterio 
de Cauchy para la prueba del teorema sobre las series absolutamente convergentes no es 
automatico en el Andlisis algtbraico y un estudio sistematico seria muy revelador. Podemos 
observar que G. Humbert, en su Cours d'Analysc professe & Vtcole polytechnique, despues de 
haber enunciado el criterio, indica que la demostracibn completa es larga — y no la da- y 
que “no tiene necesidadde la redproca”. Para una serie absolutamente convergente escribe Sp 
como la suma de los numeros positivos hasta el rango ny- Sq la de los terminos negativos 
(con p + q~ n). De modo que 0<,S p + S+ que converge por hipbtesis, Sp y S t tambien y 

entonces S p - es decir la serie £ (Paris, Gauthiers- Villars, 1903, tomo 1, 


p. 126 ). 
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Sd„ “ ( Xi-xi) )f ( xo ) + ( xi - Jfi )/ ( * 1 ) +... ( X-x„ -1 )/(*»-1) 

conxo<xi<... <Xn- \<X,t\ aumentar n y disminuir 
b n = Sup | xi - xi -1 |. 

ISiSji 

Desde el punto de vista del calculo se trata de establecer que 
| Sd h - SD' m I < £ en cuanto S„ y 5 m son suficientemente pequenos . 
Cauchy resume: u Asi, cuando los elementos de la difcrcnda X — x® devienen 
infinitamcntepequenos, el modo de la division solo tiene una influenaa insensible 
sobre el valor de 5". Hay que leer Sd k por S, es decir ver S en un sentido 
generico. Cauchy continua: “y si se hacen decrecer indefmidamente los valores 
numericos de estos elementos 9 \ al aumentar su numero, el valor de S terminard 
por ser sensiblemcnte constantc, o bien terminard por alcanzar un derto llmtte 
que dependerd unicamente de la Jundon f{x)yde los valores extremos x^ X 
atribuldos a la variable x Este limite se llama una integral definida". Si no 
podemos leer, stricto sensu , el criterio de Cauchy puesto que la familia de 
divisiones D n no se ordena naturalmente en una familia numerable; si el 
vocabulario piagado de advervios “sensiblemente” es menos estricto que 
el enunciado del criterio de Cauchy, es indudable que estamos muy 
cerca 92 . Tambien se puede decir que un sucesor de Cauchy, un profesor 
por ejemplo, podria facilmente formalizar el procedimiento para enmar- 
carlo en el criterio. 

En conclusi6n, si bien el "criterio de Cauchy” no esta aun homogeni- 
zado por un unico enunciado, no aparece como un elemento aislado en la 
construccion del analisis e interviene precisamente en donde un lector 
moderno lo espera, es decir, cuando el limite en cuestidn no se conoce, 
dicho en otra forma el criterio fiinciona como una garantia de existencia. 

Asi vinculamos esto con la pregunta acerca de la arquitectura del 
Curso en cuanto a las funciones elementales: asi como no define mediante 
una construccidn la existencia de los numeros reales, o que no hace una 


90 El calculo se efectua en dos ticrapos primcro anadiendo puntos a una divisi6n Dn, despues 
con dos divisiones dadas comparando con una tercera que es uni6n. 

91 Lo que interpretamos como 6 n. 

92 La ekccion dc Cauchy dc S& m cn donde f toma el valor en el extremo izquierdo del 
intervalo y no en el mlnimo 0 el maximo de/en cada intervalo, no puede dar ningun 
incremento o decremento a priori. Es pues la proximidad uniforme de So, to quejuega.: ate 
a el sentido del criterio de Cauchy. 
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lista exhaustiva de sus propiedades, Cauchy tampoco define por construc- 
ci6n a las funciones elementales y no da todas sus formas e identidades. 
Es mediante la busqueda de un procedimiento comun para el es- 
tablecimiento de las identidades clasicas de esas funciones que inventa, 
que establece, los criterios de existencia de los cuales apenas y echa mano 
para establecer las bases del analisis, y aqul usa, en cambio, para justificar 
las construccciones ulteriores y para lo cual reencausa el uso de los 
antiguos metodos inventados durante el siglo XVIII y que fueron tan 
fertiles en descubrimientos anallticos. Resulta vano pues discutir acerca 
del origen de los cursos de Cauchy pues deben aparecer en desorden, y 
por motivos diversos, los nombres de todos sus antecesores. Pero los 
procedimientos que adopta pueden ser remitidos hacia la base misma del 
analisis: puede decirse que la mayoria de sus sucesores los emplean. 
Cauchy gracias a su propia construccibn que no es axiomatica se ha 
convertido en un pasaje obligado de la matematica. 


El Analisis algebraico como unificacion del analisis real 
y del analisis complejo: la teoria de las series enteras 

Puesto que la tradition lo quiere, una ultima mirada estructural 
sobre los cursos de Cauchy puede dirigirse hacia la unificacion del analisis 
real y del analisis complejo. Hemos subrayado ya esta escansion propia 
para la demostracibn de la formula del binomio de Newton ya que el 
caso real se trata en el capitulo VI mientras que el caso complejo se trata 
hasta el capitulo IX. 

Es sintomatico el estudio de Cauchy del teorema fundamental del 
algebra que es el objeto del Cap. X del Analisis algebraico. Desde un 
principio el resultado se enuncia sobre un polinomio cuyos coeficientes 
son complejos, mientras la tradicibn pedla que los coeficientes fiiesen 
reales aunque las ralces pudieran ser complejas: “ cualesquiera que sean los 
valores reales o imaginarios de las constantes a 0 , a x , ... a„- x , a ri) la ecuadon 

(1) ocx* + a^-’ + ... + Uri _ lX +a„ = 0, 

en la que n designa a un numero entero mayor o igual a la unidad, tiene siempre 
ratces reales o imaginarios De modo que el mismo teorema se expresa 
mediante una descomposicion en “factores lineales” que da una pro- 
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piedad del campo de los numeros complejos que el mundo matematico 
contemporaneo resume en la expresion: "el campo de los numeros 
complejos es algebraicamente cerrado”: 

“cualesquiera que scan los valores reales o imaginanos de las constantes 
ao,a\,... a„-i,a„,elpolinomio 

aox n + a\X n ’ +... + a n - ix+ a n =/( x ), 
sera equivalente al producto de la constante ao por n factores hneales de la forma 
x - a - P 

Ciertamente Cauchy no es el primero en presentar de esta forma el 
teorema sobre las raices de los polinomios puesto que R. Argand lo habla 
precedido en 1806 93 : “nos proponemos en este ultimo articulo demostrar que 
todo polinomio de la forma 

X+aX n -' + bX n ~ I + ... +fx + g 

se descompone en factores de primer grado x+ d. Es necesario observar que las 
letras a, b, ...,gno se restringuen aqut al caso de los numeros primos, como sucede 
comtZnmente ”™. Gauss, quien habla abordado dos veces el mismo pro- 
blema, la primera vez en su tesis de 1799, no habla considerado necesario 
pasar a los coeficientes complejos 95 , como tampoco Laplace, quien en 
1795, y en el marco de sus cursos en la flcole Normale del ano III, habia 
dado una demostracibn notable 96 . En la presentacibn de Laplace el paso 
a los coeficientes complejos habrla sido de hecho incoherente. Asi, 
Cauchy adoptaba una presentacibn en la que daba la importancia que 


93 R. Argand, Essai sue unt manure de representer les quantiles imaginaires dans Its constructions 
geometriques , Paris, s/ n, 1806, 78 p. Si cste texto fuc poco leido f'ue redescubierto gracias a 
un articulo con cl mismo titulo publicado en los Annales deMathematiquespures et appliquees, 
t. IV, 1813, pp. 133-147 y “Reflexions sur la nouvelle theorie des imaginaires, suivies dune 
application A la demonstration d’un the or i me d’Analyse”, Ibidem, t. V, 1814, pp. 197-209. 
^Op. at, p. S3. 

95 C. F. Gauss, Demonstrate nova theorematis omnenfundwnem algebraicam rationalcm integram 
unius variabilis in factores reales primi, vel secundi gradus resolvi posse. Helmstadt, 1799, 
Werke, t. Ill, pp. 1-30. 

C. F. Gauss, Demonstrate nova altera theorematis omnen functionem algebraicam rationalem 
integram unius variabilis in factores reales primi, vel secundi gradus resolvi posse. Gottingen, 1816, 
Werke, t. Ill, pp. 31-56. 

96 P. S. Laplace, Lemons de VEcole normale, op. cit. 
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tenia a los numeros complejos al no limitarse a verlos como una 
necesidad del calculo. 

Este detalle, si bien es sintomatico, s61o adquiere su verdadera 
dimension en la medida en que la prueba de Cauchy funciona sobre el 
campo de los complejos; el polinomio f{x) es: “una funcion real o 
im agin aria, pero siempre entera de la variable x;y como cualquter expresion real 
u a un caso particular de una expresion imaginaria u + v'f- 1 bastard, para 
demostrar el teorema, probar que se puede satisfacer la ecuacion 

/(*) = o 

al tomar 

x- u + vV-1 , 

y al atribuir a las variables uy v valores reales' A partir de ese momento es 
una variaci6n imaginaria a ( k + h . ), donde a “ designa a una canti- 
dad infinitamente pequena *, la que impone Cauchy quien escribe el 
incremento 

/( «o + Vo V—T + a ( k + h V—1 ) ) -y*( uo + vo V—I ) 

bajo la forma de un polinomio en a con coeficientes complejos. 
R(T+ , 'l-i sen T) + a R\ [cos( T\ + 0 ) + >/~I sen (71 + 0)] + ... 

+ a”R„ [cos( T„ + nQ ) + ^l sen (7« + »0)] 

en donde los numeros reales positivos o nulos, ordenados bajo un cierto 
orden, R, Ri,... R„, no son todos cero puesto que f es al menos de grado 1. 

Prefiere trabajar con el cuadrado del m6dulo, es decir con la suma 
de los cuadrados de las partes real e imaginaria, lo que da una funcion 
positiva o nula F(u,v) y para la cual habia establecido 
F{ Uq , vo ) ~A y para la que expresa el incremento 

F ( uo + a. b, vo + a k) - F ( uo, vo), 

tambien a partir de un polinomio en a ordenado segun las potencias 
ascendentes y del que s61o se requiere el primer termino, a partir de la 
primera de las cantidades R\, Rz,... R n , que no se anula, a saber: 

2 A 1 a m p m R m cos ( T m ~ T+mQ ) 
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siv4*0, y 

a 2m p 2m R 2 m 

si A - 0 . 

S 6 I 0 estos terminos cuentan, dado el pequeno valor que se supone 
tiene a (paso al llmite). Asl, todo consiste en situarse en un punto 
Uq + Vo V-I para el cual la funcibn positiva o nulai 7 ( u ,v ) es un minimo, 
puesto que en ese minimo 97 la variabilidad del signo del coseno obliga a 
adoptar el caso A = 0; el caso de un minimo nulo alcanzado por 
F( u , v ) o sea un cero/( « + v ) que es una ralz compleja d tf el 

polinomio inicial. Lo que concluye la prueba, para la que Cauchy tuvo 
cuidado de no darle la forma de una prueba por reduccibn al absurdo la 
cual habrla sido mas corta. (Habrla podido comenzar diciendo: supon- 
gamosv 4 * 0, etc., en lugar de tratar la alternativa^ # 0,A = 0, y mostrar 
finalmente la imposibilidad deA # 0 ). 

Vista asl, la prueba no s61o parte de las nociones basicas de los 
complejos, sino que toca a fondo en el campo de los complejos. 
Constatemos que no es tan banal como pudiera parecer al lector mo- 
derno, ya que Cauchyi eliminb dos recursos, uno a los imaginarios en 
general, que no se reducian a los numeros complejos, y el otro a la 
geometrla. La elimination de los imaginarios exige una explication que 


97 Se debe senalar que la presencia del minimo la justifica Cauchy por la continuidad de la 
fiinci6n F(u,v) “una funcion tnteray por ende unafunci6n mnlinua de leu variables uyv... 
que varies en grades insensibles y que no puede ser motor que cero, alcanzard variets veers un cierto 
llmite inferior que no podra rebasar". Cauchy tuvo cuidado de mostrar que F( u , v ) tiende a 
infinito con sf + v, por lo que para el estudio de la cota inferior bast a colocarse en un 
circulo de radio finito. Tal vez se comprendan mejor las criticas de Cauchy a las pruebas 
anteriores, si se toma en cucnta que Argand daba una demostracidn similar a las de Cauchy 
pero sin colocarse en el punto minimo sino en un punto cualquicra. A partir de ello podia, 
si se adapta la notaci6n, que con todo punto { uo , no) se puede encontrar otro punto 
( u , v ) para el cual 0 </( «i, ®i ) < F ( #o, »o ). De ahi deducia mediante un especie de 
convergence descendentc, la existencia de un punto (ito,) para el cual 
F(un, ) = 0. Lo cual es una prueba insuficiente pues solo se prueba un decrecimiento 
indefinido y no la igualdad a 0. Resulta sorprendente sin embargo que Cauchy no haya 
usado este proccdi miento para probar completamente, mediante la continuidad de 
F ( u, v ) que alcanza efeetivamente el minimo. Servois habia senalado la limitaci6n de la 
prueba de Argand (carta de R. Servois, Annalts de matbematiqurs purrs rt appliquees, t. IV, 1814, 
pp. 230-235), y iste ultimo habia rcplicado al igual que Cauchy, es decir, colocandose en el 
minimo: “si el polinomio no puede ser llevado a cero, su valor sera pues distinto de ceroy en ese caso 
la demostracion conserva loda su fuerza” (Argand, op. at.). 
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debe a su vez situar el teorema enunciado por Cauchy y justificar el hecho 
de que siempre hemos utilizado la expresi6n de numero complejo en 
lugar de imaginario. A1 menos desde Descartes en el algebra, en lo que 
hoy llamamos el algebra de polinomios, se aceptaba como hipotesis la 
existencia de “cantidades”, a t , a 2 ,... a* que aseguraba la identidad de 

(x-ai )(x-a 2 )... (x-a») 

con 

x 1 + a n ~ i jf* 1 +.., + <?o • 

El que estas cantidades puedan no ser reales aparece claramente con el 
ejemplo del polinomio x 2 + 1 (que habia dado lugar a la introduction de 
V=i por parte de R. Bombelli en 1572). Era necesario, sin embargo 
“imaginarias” como cantidades que permitieran la factorizacidn y, ademas, 
suponerlas susceptibles de operaciones algebraicas elemen tales, a pesar de 
que no pudieran satisfacer ciertas reglas, como la regia de los signos. 
Demostrar el teorema fundamental del algebra, a partir de Descartes, era 
probar que todos los imaginarios posibles, es decir todas las raices 
imaginables de todos los polinomios tenlan la unica forma compleja 

a + b^l. 

Dicho de otra forma, las raices imaginarias se redudan a aquellas 
imaginarias provenientes de las ecuaciones de segundo grado. Es asi como 
habian trabajado Euler, Lagrange, Laplace y otros 98 . La intervention de los 
imaginarios entendidos en este sentido desaparece del horizonte del 
Analisis algebraicoy con ello del anal is is en pleno, puesto que la prueba parte 
directamente de los numeros complejos. Cauchy no es el primero en 
realizar esta eradication, en la cual Argand tambien habia tenido exito, 
puesto que Gauss en 1799 habia dado la motivacihn para la presentacibn 
de una nueva prueba: "algunos autores que ban visto la debilidad de este metodo 
toman como axtoma que toda ecuadon admite ratccs, las cuales si no son posibles son 
“imposibles”. Lo que enlienden por magnitudes posibles o imposibles no ha sido 
sufidentemente exphcado' m \ y puesto que D’Alembert en su demostraefon de 


Ver C. Gilain, “Sur l’histoire du theoreme fondamental de l’alg^bre: theorie des equations 
et calcul integral”. Arcb. for hist. Ex Sc., 42,2,1991, pp. 91-136, en donde se dan y se explican 
las referencias a las distintas pruebas. 

99 C. F. Gauss, op. at., 1799, Trad, francesa, N. 4. 
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1746 habia intentado evitar el recurso a los imaginarios 100 . Cauchy no es 
entonces original y sin embargo se impone, ya que despues de el y durante 
decenios no se volvera a las demostraciones anteriores. 

La otra eliminaci6n es la de una cierta representacion geometrica. 
La prueba de Cauchy es analitica y en ningun momento la escritura 
trigonometrica de un numero complejo p ( cos 0 + sen 0 V-l ) da lugar 
a un lenguaje de angulos o de circulos. No encontramos en los dos cursos 
enunciados de Cauchy mention alguna a la ceiebre representacion 
geometrica que Argand desarrollo en 1806 y que se trataba nuevamente 
en los AnnaUs de mathematiquespures et appliquees a partir de 1813, cuando 
Cauchy adoptaba la demostracibn dada por Argand 101 . Tendra que pasar 
aun cierto tiempo para que Cauchy adopte la representacion geometrica: 
la expondra, con el debido cuidado de las fuentes histbricas, en el tomo 
4 de sus Exercises dAnalyse et de Physique mathematique l02 .)u\es Houel, quien 
publicb una nueva edicion del Essai de Argand, juzgaba que Cauchy 
deberia haber utilizado en 1821 esta representacion al menos a titulo de 
ilustracion: “Asi, los bellos resultados que Cauchy tuvo que descubrir gracias a 
los prodigios de la potencia analitica deberian traducirse en construcciones 
geometricas elocuentes a la vista, y las discusiones de las formulas devendrian un 
mero problema de la Geometria de situacion, de la que Kiemann dio despues la 
solucion completa" m . Como buen matematico consciente, Houel daba a 
su idea un alcance mayor que el de una mera ilustracibn; segun el, la 
representacion geometrica proveia valores de existencia, calidad intuitiva 
y elemento de fundamento: “La teoria de las cantidades complejas que, gracias 
a los descubrimientos de Cauchy era la base de la teoria de funciones, adquiria 


100 J. D'Alembert, “Recherche* sur le calcul integral ".Mem, AauL Berlin, 1746, pp. 182-224. 

101 Cauchy habia presentado un teorema fundamental del ilgebra el 13 de diciembre de 
1816 en la Academia de ciencias, fue publicada en e! Bulletin des Sciences de la Soaite 
Pbilomatique de Paris, 1817, pp. 5-9. Esta demostracion, aunque utiliza la continuidad es muy 
diferente de la que se encuentra en el Andiisis algcbraico. Ciertamente Cauchy en 1821 no 
menciona el nombre de Argand y parece dificil pensar que despues de los debates en los 
Annaks de mathematiques pures et appliquees, haya ignorado la tccnica Utilizada por Argand, 
tecnica que podemos resumir en pocas palabras y para lo cual bastaria recordar algunas 
frases en un curso de analisis de la fecole Polytechnique. 

102 p. 157 y ss; (Euvres, serie I, T. 11, Paris, Gauthier-Villars, 1899. Sin embargo Cauchy 
propone para la construccidn de los numeros complejos una teoria analitica, la division del 
anillo de polinomios entre £ + 1. Comptes-rendus, Academic des sciences, Paris, t 24, 1847, p. 
1120, 25, 1847, p. 129, (Euvres, serie I, T. X, Paris, 1897, p. 312, p. 351. 

103 J. Houel, Introduced, p. XIII, ediciones de R. Argand, Essai sur une maniere de represtnter 
les quantiles imaginaires dans les constructions geometriques, Paris. 
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un nuevo grado de evidenda, que la colocaba por cncima de cualquier objecion 
o duda como las que hasta entonces habla estado sujeta” m . 

Se debe senalar que R. Argand, en un argumento de defensa, 
justificaba su representation geometrica por su utilidad en la prueba del 
teorema del Algebra: "Algunos teoremas que he demostrado me parece que lo 
son mas fadlmente que por la via puramente analttica”. 

El rechazo de Cauchy — “imaginarios” o geometria— se inscribe en 
una actitud epistemolbgica que puede estructurar todo el Analisis alge- 
braico. No tanto la aceptacion de los numeros complejos, como elementos 
del analisis, como la construction de la via de paso de los numeros reales 
a los numeros complejos, la indicacibn de un camino. De nuevo nos 
encontramos frente a una mirada estructural y una via, una apertura. 
Despues de los procedimientos anteriores, aparecera mas paradbjico que 
esta apertura se manifieste primero como una cerradura, ya que se trata 
de una senalizacibn o de un encuadre que toma eventualmente la forma 
de una prohibicibn, pero con el fin de abrir un camino. Cauchy indica 
en la introduccibn que tuvo que admitir ciertas proposiciones “ que 
parecerdn algo duras a primera vista ... que una ecuadan imaginaria es solo la 
representadon simbolica de dos ecuaciones entre cantidades reales” o que "si las 
constantes o las variables de una funcion, una vez que se supuso que eran reales, 
devienen imaginarios, la notadon con ayuda de la cual la fundon se expresa solo 
puede conservarse en el cdlculo por una nueva convcndon para fijar el sentido 
de esta notadon en la ultima hipotesis **. Asi en el capitulo VII, al entrar en 
el dominio de los numeros imaginarios, nos da una explicacibn meta- 
fisica — en el sentido del siglo XVIII— a proposito de la nocion de 
simbolo: * Llamamos igualmente ecuadones simbolicas a todas aquellas que 
tornados a la letra e interpretadas segun algunos convendones estableddas de modo 
general son inexactas o no tienen sentido, pero con las cuales se pueden dedudr 
resultados exactos al modificar y alterar segun ciertas reglas ftjas ya sea esas 
ecuadones o los simbolos que end err an”. Doble lenguaje que afirma una 
positividad del simbolo para la prueba y una regulation precisa; lenguaje 
que, de manera simultanea, hace al simbolo coextensivo con la idea 
misma de algebra. A este doble lenguaje corresponde en Cauchy un doble 
movimiento para los numeros imaginarios. El primer movimiento 
corresponde al establecimiento de las reglas que gobiernan a los numeros 


104 


J. Houel, op. cit., p. XIV. 
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imaginarios entendidos como simbolos; el segundo movimiento, aquel 
que expresa la positividad del simbolo, es un paso o una extensi6n de los 
numeros reales a los numeros imaginarios. Ciertamente se puede consi- 
derar que el segundo movimiento es tambien normativo ya que consiste 
en expresar aquello que es legitimo hacer pasar o, expresado en el antiguo 
lenguaje del analisis algebraico, da los criterios de justificacion del 
prolongamiento de las identidades, del caso real al caso complejo. Seria 
erroneo pues el fijar el procedimiento de Cauchy al hacer surgir 
unicamente las reglas y otros teoremas que forman un campo exhaustivo: 
su construccibn de los complejos — <que otro termino se podria utili- 
zar?— no es limitativa puesto que no esta regulada unicamente por el 
algebra. Las funciones complejas son el horizonte de Cauchy y es esto lo 
que constituye el analisis. Este ultimo, el analisis complejo como se Ie 
conoce, no es la simple extension del analisis real; hay un dinamismo en 
la construccibn que en cierta medida lo libera de su genesis. Este tema es 
constanteen Cauchy y ya lo hemos encontradoen las tres aproximaciones 
estructurales que hemos hecho. De la misma forma, aunque construido 
sobre el Analisis algebraico , el Cdlculo infinitesimal , que deberia llamarse 
mejor calculo diferencial e integral, no solo no se reduce a aquel, sino 
que debe olvidar las circunstancias de su origen. 

Me parece que esta lectura de los cursos de Cauchy ha sido la lectura 
de los matematicos, lo cual no impide otra lectura ulterior, que es la de 
los historiadores, que subrayan el peso de las normas introducidas por 
Cauchy: la erradicacion de las series divergentes a pesar de la riqueza que 
estas ya habian mostrado, el desplazamiento de la geometria a pesar de 
que las funciones complejas habrian de encontrar en la representacibn 
de las curvas un nuevo impulso, la reduccion de los infinitesimos a la 
sucesiones convergentes, aun cuando el analisis no arquimediano era 
prometedor. Al menos, si nos centramos en los manuales de Cauchy 
escritos recien entrados sus treinta anos, corremos el riesgo de olvidar 
distinguir la zaga matematica debida al propio Cauchy. 




PRIMERA PARTE 


Analisis algebraico 



Introduction 


Algunas de las personas que han guiado mis primeros pasos en la 
carrera de las ciencias, y entre las cuales debo citar como muestra de 
reconocimiento a lo$ senores Laplace y Poisson, al hacerme saber su deseo 
de ver publicado el Curso de Analisis de la Escuela Real Politecnica, me 
han ayudado a decidirme a poner este curso por escrito para mayor 
utilidad de ios alumnos. Ofrezco aqui la primera parte, conocida con el 
nombre de Analisis Algebraico, en la cual trato distintas clases de funciones 
reales e imaginarias, series convergentes o divergentes, la resolution de 
ecuaciones y la descomposicion de las fracciones racionales. Al hablar de 
la continuidad de las funciones, no he podido evitar el dar a conocer las 
principales propiedades de las cantidades infinitamente pequenas; pro- 
piedades que sirven de base para el calculo infinitesimal^.. ] 

En cuanto a los metodos, he intentado darles el rigor que se exige 
en geometria, de modo que no sea necesario jamas recurrir a las razones 
extraidas de la generalidad del algebra. Las razones de esta especie, aunque 
sean admitidas de manera comtin, sobre todo en el paso de las series 
convergentes a las series divergentes, y de las cantidades reales a las 
expresiones imaginarias, solo pueden ser consideradas, me parece, como 
inducciones adecuadas para hacer en ocasiones plausible la verdad, pero 
que tienen poco que ver con la exactitud tan celebrada de las ciencias 
matematicas. Se debe observar que intentan atribuirles a las formulas 
algebraicas una extension indefinida, cuando en realidad la mayoria de 
esas fdrmulas subsisten s61o bajo ciertas condiciones, y solo para ciertos 
valores de las cantidades que involucran. Al determinar esas condiciones 
y esos valores, y al fijar de manera precisa el sentido y la notation que 
utilizo, hago desaparecer cualquier incertidumbre, y entonces las diferen- 
tes formulas no presentan sino las relaciones entre cantidades reales; 
relaciones que siempre es facil verificar por medio de la sustitucion de 
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las cantidades mismas por numeros. Es verdad que para ser fiel a estos 
principios me he visto forzado a admitir varias proposiciones que pueden 
parecer algo arbitrarias. Por ejemplo, en el cap. VI, enuncio que una sene 
divergmte no tienesuma Pero aquellos que lean mi obra reconoceran, 

eso espero, que las proposiciones de esta naturaleza, que tienen la 
afortunada necesidad de darle mas precisi6n a las teorias y de aportar 
restricciones utiles a afirmaciones demasiado extendidas, son muy pro- 
vechosas para el analisis y proporcionan varios temas de investigaci6n 
que son importantes. Asi, antes de efectuar la suma de cualquier serie, he 
examinado en que casos las series pueden ser sumadas o, en otras palabras, 
cuales son las condiciones de su convergencia y, sobre este tema, he 
establecido las reglas generales que me parecen dignas de atenci6n. 

Por lo demas, si bien he intentado perfeccionar el analisis mate- 
matico, estoy lejos de pretender que este analisis basta para todas las 
ciencias de razonamiento. Sin duda en las ciencias naturales el unico 
metodo que se puede emplear con exito consiste en observar los hechos 
y en someter enseguida las observaciones al calculo. Pero sena un grave 
error pensar que la certeza s61o se encuentra en las demostraciones 
geometricas, o en el testimonio de los sentidos. [...] Debemos estar 
convencidos asi de que hay otras verdades ademas de las verdades del 
algebra, y otras realidades aparte de los objetos sensibles. Cultivemos con 
ardor a las ciencias matematicas sin pretender extenderlas mas alia de sus 
dominios, y no imaginemos que se puede abordar a la historia con 
fbrmulas, ni sancionar a la moral con los teoremas del algebra o del 
calculo integral. 



Preliminares 


Para evitar cualquier especie de confusion en el lenguaje y la escritura 
algebraicos, vamos a fijar en estos preliminares el significado de varios 
terminos y de varias notaciones que tomaremos ya sea del algebra 
ordinaria o de la trigonometria. Las explicaciones que daremos son 
necesarias para tener la certeza de ser perfectamente comprendidos por 
quienes leeran esta obra. Vamos a indicar primero que idea nos parece 
adecuada atribuir a estas dos palabras: numero y cantidad. 

Tomaremos siempre la denominacion de numero , en el sentido 
empleado en aritmetica, al hacer nacer a los numeros de la medida 
absoluta de las magnitudes, y aplicaremos la denominacion de cantidad 
a las cantidades reales positivas o negativas\ es decir, a los numeros 
precedidos de los signos + 6 -. Ademas, veremos a las cantidades como 
destinadas a expresar incrementos o disminuciones, de tal suerte que una 
magnitud dada estara representada por un numero si se le compara con 
otra magnitud de la misma especie tomada por unidad, y por ese numero 
precedido del signo + o del signo si se considera que debe servir al 
incremento o a la disminucion de una magnitud fija de la misma especie. 
Dicho esto, el signo + 6 - puesto frente a un nfimero modificara su 
significado, de manera similar a como un adjetivo modifica el de un 
sustantivo. Llamaremos valor numerico de una cantidad al numero que es 
la base de esta. Llamaremos cantidades iguales a aquellas que tienen el 
mismo signo con el mismo valor numerico, y cantidades opuestas a dos 
cantidades iguales en lo que se refiere a sus valores numericos pero 
afectadas de signos contrarios. Al partir de esos principios, es facil dar 
cuenta de las diversas operaciones que podemos efectuar sobre las 
cantidades. [...] 

Se llama cantidad variable a aquella que recibe sucesivamente varios 
valores diferentes los unos de los otros. Se designa a una cantidad 
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semejante por una letra tomada de ordinario de entre las ultimas del 
a I fa be to. Se llama en cambio cantidad amstante , y se le designa de 
ordinario por una de las primeras letras del alfabeto, a toda cantidad que 
recibe un valor fijo determinado. Cuando los valores sucesivos atribuidos 
a una misma variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de 
tai manera que acabara por diferir de este tan poco como se quiera, este 
ultimo se llamari el limite de todos los demas. Asi por ejemplo un numero 
irracional es el Hmite de diversas fracciones que dan valores cada vez mas 
pr6ximos de el. En geometria, la superficie del circulo es el limite hacia 
el cual convergen las superficies de los poligonos inscritos, mientras que 
el numero de sus lados crece cada vez mas.[... j 

Cuando los valores numericos sucesivos de una misma variable 
decrecen indefinidamente, de manera que descienden por debajo de 
cualquier numero dado, esta variable deviene lo que se suele Ilamar un 
infinitamente pequeno o una cantidad infinitamente pequeiia. Una variable 
de esta especie tiene al cero por limite. 

Cuando los valores numericos sucesivos de una misma variable 
crecen mas y mas, de manera que ascienden por encima de cualquier 
numero dado, se dice que esta variable tiene por limite al infinitepositivo , 
indicado por el signo <*>, si es que se trata de una variable positiva, y al 
infinite negativo, indicado por la notacion - oo, s i se trata de una variable 
negativa. Los infinitos positivo y negativo son designados conjuntamente 
bajo el nombre de cantidades infinitos.. [... ] 




I 


(Capitulo I) 


De las funciones reales 


§1. Consideraciones generates sobre las funciones 

Cuando las cantidades variables estan de tal modo relacionadas entre 
si que, dado el valor de una de ellas, es posible concluir los valores de 
todas las demas, expresamos ordinariamente estas diversas cantidades por 
medio de una de ellas, la cual toma entonces el nombre de variable 
independientCy y a las otras cantidades expresadas por medio de la variable 
las llamamos funciones de esta variable 1 . 

Cuando las cantidades variables estan de tal modo relacionadas entre 
si que, dados los valores de algunas de ellas, es posible concluir los valores 
de todas las demas, se conciben las diversas cantidades expresadas por 
medio de varias de ellas, las cuales toman entonces el nombre de variables 
independientcr, y las cantidades que permanecen, expresadas por medio de 
las variables independientes, son aquellas que llamamos funciones de esas 
mismas variables. 

Las diversas expresiones que proveen el algebra y la trigonometrla. 


Tal y como lo haria L. Euler en su Introductio inAnalysin Infinitorum, A.L Cauchy comienza 
su texto de Anal is is con una caractcrizacibn de las Junciona. Podcmos afirmar que este hccho 
no es casual, toda vez que desde la publicaci6n de la obra de Euler, el Analisis Matematico 
tiene al concepto de fundbn dt una variable como el concepto fundamental en torno del 
cual se estructura toda la teoria. En esta misma linea de ideas se encuentra el texto de J.L 
Lagrange Tbeorit des Fonctions Analytiqua, el cual tambiin se centra en el concepto de funciSn 
e intenta mostrar c6mo es que toda funci6n acepta un desarrolio de Taylor. A partir de este 
desarrollo es posible introducir los conceptos basicos del calculo diferencial sin recurrir a 
los conceptos de Umite, infinithimos,Jhcaona, etc. 
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cuando ellas encierran a las variables consideradas como independientes, 
son asi funciones de esas mismas variables. Asi, por ejemplo, 

L(x), sen (x), ... 
son funciones de la variable x ; 

x+y, x y , xyz , ... 

son funciones de las variables x,y, y x,y, z respectivamente. 

Cuando las funciones de una o de varias variables se encuentran 
— como en los ejemplos anteriores— expresadas por medio de esas mismas 
variables, se les llama funciones explidtas. Pero, cuando se dan solamente 
las relaciones entre las funciones y las variables, es decir, las ecuaciones 
a las cuales esas cantidades deben satisfacer, en tanto que esas ecuaciones 
no se resuelvan algebraicamente, las funciones, al no estar expresadas 
inmediatamente por medio de las variables, se llaman funaones implidtas. 
Para volverlas explicitas, basta resolver, cuando esto es posible, las 
ecuaciones que las determinan. Por ejemplo en la ecuacibn 

L(y)=x, 

y es una funcibn implicita dex, pero si llamamos A la base del sistema 
de logaritmos que se consideran, la misma funcibn, se vuelve explicita 
mediante la resolucibn de la ecuacibn dada, y queda expresada de la 
siguiente forma: 

y=A x . 

Cuando se quiere designar a una funcibn explicita de una sola 
variable x, o de varias variables x t y, z,, sin determinar la naturaleza 
de dicha funcibn, se empiean las siguientes notaciones 

f(x), F(x), (p(x), x(x), V(x)> ®(*). 
f(x,y,z), F(x,y,z), <p(x t y,z) t ... . 

Para que una funcibn de una sola variable este completamente 
determinada, es necesario y suficiente que de cada valor particular 
atribuido a la variable se pueda deducir el valor correspondiente de la 
funcibn. Algunas veces, para cada valor de la variable, la funcibn dada 
obtiene diversos valores distintos unos de otros. Designaremos a esos 
valores multiples de una funcibn por medio de notaciones en las cuales 
la variable estara enmarcada de doble parentesis o doble raiz. 
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Asi, por ejemplo, 

arc sen ( ( x ) ) 

indicara a alguno de los angulos que tienen ax por seno, 

Wx= ± *fx 

indicara a una de las dos raices cuadradas de la variable x —suponiendo x 
positiva— etc. 


§ 2. De las funciones simples 

De entre las funciones de una variable x , llamamos simples a aquellas 
que resultan de una sola operacibn efectuada sobre esta variable. Las 
funciones simples que consideramos de manera ordinaria en analisis son 
muy pocas, y se relacionan unas con el algebra y otras con la 
trigonometria. La adicibn y la sustraccibn, la multiplicacibn y la division, 
la elevacion a una potencia y la extraccibn de raices, e incluso los 
logaritmos y exponenciales, producen las funciones simples que se 
relacionan con el algebra. En consecuencia, si se designa por A a un 
ntimero constante, y por a — ±>4 a una cantidad constante, las funciones 
algebraicas simples de la variable x seran 

a+x, a-x, ax, x a , A x , L(x) 2 . 
x 

No tomamos en cuenta aqui las raices, debido a que siempre pueden 
ser obtenidas a partir de las potencias. En cuanto a las funciones simples 


2 La clasificaci6n que propondra Cauchy muestra coincidencias y diferencias con algunas 
clasificaciones previas. Asi por ejemplo, L Euler en la obra citada en la nota anterior, no 
toma en cuenta para su clasificacion el que se puedan obtener a partir de una o de varias 
operaciones; su interes es exclusivamente el de aclarar el tipo particular de operaaon 
- algebraica o trasccndente- utilizado. Podemos decir entonces que si Cauchy habla de 
funciones simpks y de funciones compuatas — donde la clasificacion para las funciones 
compuestas coincide con la clasificaci6n propuesta por Euler- es porque esta tnteresado 
en considerar a una funci6n como una cantidad variable cuyo valor depende de otra variable, 
de acuerdo con su deftnicion, y no en considerar que esta variacibn sea necesanamente el 
resultado de una operaci6n anaUtica. Asi la primera clasificaci6n, y la mas importante, 
depende del numero de transformaciones empleadas para obtener el valor de la func»6n a 
partir de la variable, podemos decir asi que las funciones que considera en este apartado, 
como aquellas consideradas en el apartado de funciones compuestas, constituyen tan solo 
ejemplos de funciones. 


bmustec* cnmttt 
U.N.A.H. 
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que se reiacionan con la trigonometria, se podrian enumerar a muchas 
de el las, si consideramos entre las funciones simples a todas las iineas 
trigonometricas y a los arcos que corresponden a esas mismas Iineas; 
pero nosotros las reduciremos a las siguientes cuatro: 

sen x , cosjt, 
arc sen x , arc cos x, 

y consideraremos entre las funciones compuestas a las otras Iineas 
trigonometricas tan x, sec at, etc., con los arcos correspondientes arc tan x, 
arc sec at, etc...; en vista de que estas ultimas Iineas siempre pueden ser 
expresadas por medio del seno y del coseno. En rigor, podriamos tambien 
reducir las dos funciones simples sen x y cos x a una sola puesto que 
estan relacionadas entre si por medio de la ecuacidn 
sen a: + cos a: = 1; aunque como el empleo de estas dos funciones es tan 
frecuente, es util conservarlas en el calculo como funciones simples. 


§ 3. De las funciones compuestas 

Las funciones que se deducen de una sola variable con ayuda de 
varias operaciones toman el nombre de funciones compuestas , se distinguen 
de entre estas ultimas a las funciones de funciones que resultan de varias 
operaciones sucesivas, la primera operacion siendo efectuada sobre la 
variable y cada una de las otras sobre el resultado de la operacion 
precedente. En virtud de estas definiciones, 



son funciones compuestas de la variable x ; y 

/ ( sen x ), l ( cos x ),... 

son funciones de funciones en donde cada una resulta de dos operaciones 
sucesivas. 

Las funciones compuestas se distinguen unas de otras por la natu- 
raleza de las operaciones que las producen. Parece que deberlan llamarse 
funciones algebraicas todas aquellas que son definidas por medio de las 
operaciones del algebra; pero se ha reservado ese nombre para aquellas 
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que se forman unicamente con las primeras operaciones algebraicas, a 
saber, la adicibn y la sustraccion, la multiplicacion y la division, y la 
elevacion a una potencia fija; y, en cuanto una funcibn incluye exponen- 
tes variables o logaritmos, ella toma el nombre d ejuntidn exponential o 
logantmica 3 4 . 

Las funciones que Ilamamos algebraicas se dividen en funciones 
rationales y funciones irrationales. Las funciones racionales son aquellas en 
las cuales la variable solo se encuentra elevada a potencias enteras . 
Llamamos en particular funtion entera a todo polinoraio que s61o incluye 
potencias enteras de la variable, por ejemplo, 

a + bx+ ex 1 +... , 

y funtion fraccionaria o fraction raaonal al cociente de dos polinomios 
semejantes 5 . El grado de una funcibn entera de x es el exponente de la 
mayor potencia dear en esta misma funcibn. La funcibn entera de primer 
grado, a saber, 

a + bx 

se llama tambien funtion lineal, porque en geometria se le utiliza para 
representar a la ordenada de una linea recta. Toda funcion entera o 
fraccionaria es por ello racional, y cualquier otra especie de funcion 
algebraica es irracional. 

Las funciones que producen las operaciones de la trigonometria se 
designan con el nombre de funciones trigonometricas o circulares. 

Los diversos nombres que acabamos de dar a las funciones com- 
puestas de una sola variable, se aplican igualmente a las funciones de 
varias variables, cuando estas ultimas cumplen, con respecto a cada una 
de las variables que encierran, con las propiedades que cada denomi- 


3 Como lo serial amos en la nota anterior, esta clasificacibn coincide con la clasificactbn de 
Euler simpre y cuando se trate de funciones en las cuales se han aplicado dos o mis veces 
las operaciones seiialadas - U siempre que se trate de funciones compuata ,i segun la 
clasificacibn de Cauchy— en caso contrario scran todas ellas simples ynoexistirala diferencia 
entre algebraicas, exponenciales y logaritmicas (trascendentcs cn la clasificaci6n dc Euler). 

4 El acuerdo con Euler es aqui total - para cl caso de funciones compuestas como ya lo 
senalamos— ; la diferencia entre funciones algebraicas racionales y funciones algebraicas 
irracionales depende de que se extraiga a la variable una raiz «-esima. 

5 Para Euler las funciones enteras son aquellas en las cuales el exponente dc la variable nunca 
puede ser negativo. Para las funciones fraccionarias acepta que una funcidn aparezea en el 
denominador de un cociente, no se limitan pues al caso considerado aqui por Cauchy. 



82 


Augustin-Louis Cauchy 


naci6n supone. Asi, por ejemplo, todo polinomio que s61o contenga 
potencias enteras de las variables x,y , z, , sera una fimcibn entera de 
esas variables. Llamamos grado de esta funcibn entera a la suma de los 
exponentes de las variables en el termino en el cual esta suma es la mas 
grande. Una funcibn entera de primer grado, tal como 

a + bx+ cy +dz+ ... , 
toma el nombre de funcibn lineal. 



II 


(Capttulo II) 


De las cantidades infinitamente pequenas 
o infinitamente grandes 
y de la continuidad de las funciones 

Valores singulares de las funciones 
en algunos casos particulars 


§1. De las cantidades infinitamente 
pequenas e infinitamente grandes 

Decimos que una cantidad variable deviene infinitamente pequeha 
cuando su valor numerico decrece indefmidamente de manera a conver¬ 
ger hacia al Hmite cero 1 . Es prudente senalar en este punto que no se debe 
confundir un decrecimiento constantecon un decrecimiento indefinido. 
La superficie de un poligono regular circunscrito a un drculo dado 
decrece cons tantemente a medida que el numero de lados aumenta, pero 
no decrece indefmidamente ya que tiene como Hmite la superficie del 


1 Como se puede ver a paitir de esta definicibn, cuando Cauchy habla de una cantidad 
infinitamente pequena se refiere esencialmente a una cantidad variable cuyo Hmite es cero. 
No creemos que a partir de esta definici6n, ni de la caracterizaci6n que dari de las cantidades 
infinitamente pequenas de diversos 6rdenes, ni tampoco de los teoremas que demostrara 
en este primer apartado, sea posible asegurar que Cauchy sustenta su Analisis Algebraico 
sobre un continuo no standard en el cual hay infinilhimos al estilo de Leibniz y menos al estilo 
de A. Robinson. 
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circulo. De igual modo, una variable, que admite como valores los 
diferentes terminos de la sucesibn 

2 3 4 5 6 

r 2* 3’ 4 ’ s*" m ’ 

prolongada indefinidamente, decrecera de manera constante, pero no 
indefmidamente, ya que sus valores sucesivos convergeran al limite 1. Por 
el contrario, una variable que tenga como valores sucesivos a los diferen¬ 
tes terminos de la sucesidn 

1 1 1 1 1 1 

4’ 3 * 6’ 5’ 8* 7. 

prolongada indefinidamente, no decrecera constantemente ya que la 
diferencia entre dos terminos consecutivos de esta sucesibn es de manera 
alternativa positiva y negativa, y sin embargo, decrecera indefinidamente, 
ya que su valor terminara por ser menor que cualquier numero dado. 

Decimos que una cantidad variable deviene infinitamente grande 
cuando su valor numhico crece indefinidamente de manera a converger 
hacia el limite oo. Aqui tambien es importante senalar que no se debe 
confundir una variable que crece indefinidamente con una variable que 
crece constantemente. La superficie de un poligono regular inscrito en 
un circulo dado crece constantemente, mas no indefinidamente, a 
medida que el numero de lados aumenta. Los terminos de la sucesibn 
natural de numeros enteros 

1, 2, 3, 4, 5. 

crecen constantemente e indefinidamente. 

Las cantidades infinitamente pequenas e infmitamente grandes 
tienen numerosas propiedades que conducen a 'a solucibn de problemas 
importantes y que vamos a exponer en pocas palabras. 

Sea a una cantidad infinitamente pequena; es decir, una variable 
cuyo valor numerico decrece indefinidamente. Cuando en un mismo 
calculo se incluyen las diversas potencias enteras de a , a saber, 

a, a 2 , , 

esas diversas potencias se designan, respectivamente, infinitamente 
pequenos de primer, de segundo, de terctr orden, etc. En general, Uamamos 
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infinitamente pequeno de primer orden a toda cantidad variable cuya 
raz6n con a converge, mientras que el valor numerico de a disminuye, 
hacia un limite finite diferente de cero; llamamos infinitamente pequeno 
de segundo orden a toda cantidad que varia con a y cuya raz6n con a 
converge hacia un limite finito diferente de cero, etc. Una vez definido 
esto, si se designa con k a una cantidad finita diferente de cero, y por £ 
a un numero variable que decrece indefinidamente con el valor numerico 
de a, la forma general de las cantidades infinitamente pequenas de 
primer orden sera 

k a o al menos k a ( lie); 

la forma general de las cantidades infinitamente pequenas de segundo 
orden sera: 

k a 2 o al menos k a 2 ( lie), 


y asi sucesivamente. 

En fin, la forma general de los infinitamente pequenos de orden n 
(n representando a un niimero entero) sera: 

k a " o al menos ka n { lie) 2 . 

Se pueden establecer facilmente, en relaci6n a estos diversos ordenes 
de cantidades infinitamente pequenas, los siguientes teoremas. 

Teorema 1 . Si se comparan una a otra dos cantidades infinitamente 
pequenas de ordenes diferentes, mientras que ambas convergen al limite cero, aquel 
que es del orden mas elevado terminard por adquirir constantemente el valor 
numerico mas pequeno. 

Demostracion. Sean en efecto 

ka n { lie), ra"'(lis') 


2 Estc modo de expresar a los infinitamente pequenos de primero, segundo,... w-esimo orden, 
nos deja ver con mas claridad que Cauchy piensa en una funcidtt de la variable a, es decir 
en una cantidad variable cuyo limite es cero conforme la variable a tiende a cero. El que 
se trate de un infinitamente pequeno dc orden n nos dice que sc trata de una funcion cuya 
raz6n con a* no es una cantidad indeterminada sino un numero finto y distinto de cero. 
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dos infinitamente pequenos, uno de orden n , el otro de orden y 
supongamos que n ' > n ; la razon entre el segundo de estos infinitamente 
pequenos y el primero, a saber, 

- « 1 i e , 


k’ 

~r a 


, U- 

k 1 ±e 


converged indefinidamente con a hacia el limite cero; lo que no puede 
tener lugar sino cuando el valor numerico del segundo acabe por devenir 
constantemente inferior al del primero. 

Teorema 2. Un infinitamente pequeno de orden n, es dear, de la forma 

ka n { 1 ±e), 

cambia de signo con a , siempre que n sea un numero impar, y conserva para 
valores numericos muy pequenos de a el mismo signo que la canlidad k, cuando 
n es un numero par. 

Demostracion. En efecto, bajo la primera hipdtesis, a" cambia de 
signo con a ; en la segunda, a n es siempre positivo. Ademas el signo del 
producto k ( 1 ± E ) es el mismo que el de k, cuando e es muy pequeno. 

Teorema 3. La suma de varios infinitamente pequenos de ordenes 

n, n ', n" , ... 

(donde n',n" ... designan numeros superiores a n) es un nuevo infini¬ 
tamente pequeno de orden n. 

Demostracion. En efecto, 

ka n ( l±e ) + k'a n ( 1 ±e' ) + k"a n " ( l±s" ) + ... 

= £a”[ l±e + ya" "“( 1 ±e') + ^pxl±e") + ... ] 

= ka n ( 1+Ei), 

en donde £i es un numero que converge con a hacia el limite cero. 

De los principios que acabamos de enunciar se deducen facilmente, 
como se vera, varias proposiciones importantes que se relacionan con 
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polinomios ordenados segun las potencias ascendentes de una cantidad 
infinitamente pequena a 3 . 

Tcorcma 4. Todo polinomto ordenado segun las potencias ascendentes de 
a , por ejemplo, 

a+ba + ca 2 + ... 


o mas generalmente, 

aa n + b a” + c a" +... 

(donde los numeros forman una sucesion creciente), termina por 

ser, para valores numericos muy pequenos de a , constantemente del mismo signo 
que su primer termino: a o a a ” . 

Demostracion. En efecto, la suma hecha del segundo termino y de 
aquellos que le siguen es, en el primer caso, un infinitamente pequeno 
de primer orden, cuyo valor numerico acaba por ser inferior a aquel de 
la cantidad finita a , y, en el segundo caso, un infinitamente pequeno de 
orden n\ que acaba por obtener constantemente un valor numerico 
inferior al de un infinitamente pequeno de orden n. 

Teorema 5. Cuando elpolinomio 

aa n + b a n ' + ca n " +... 

esta ordenado segun las potencias ascendentes de ay elgrado n ' del segundo 
termino es un numero impar, tenemos que estepolinomio, para valores numericos 


3 Los tres teorcmas demostrados, nos ayudan a corroborar nuestra afirmaci6n dc que no se 
trata de infinitesimas sino de cantidades variables. 

Es claro que Cauchy piensa en una cantidad variable que, al tener a cero como limite, 
puede considerarse como mayor que cero y menor que 1, a partir de esto, extrae su defmici6n 
de un orden para una cantidad infinitamente pequena. En el primer teorema Cauchy 
compara a dos cantidades variables cuyo limite es cero y de las cuales una de ellas converge 
a dicho limite “mas rapido” que la otra, resultado obtenido al comparar el orden de cada 
una de ellas. 

El segundo teorema asegura que el limite cero se puede alcanzar por valores positives 0 
por valores negativos, segun el signo atribuido a a y segun que el orden de la cantidad 
infinitamente pequena sea par o impar. 

El tercer teorema solo dice que de dos o mis cantidades variables infinitamente pequenas 
que se sumen, se obtendra tambien una cantidad infinitamente pequena cuya rapidez de 
convergencia" a cero es equiparable (es del mismo orden) al de la mas lenta de las 
cantidades variables que se sumaron. 
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muy pequenos de a, es superior o inferior a su primer termino a a”, segun que la 
variable ay el coeficiente b sean del m'ismo signo o de signos contrarios. 

Demostraci6n. En efecto, bajo la hipbtesis admitida, la suma de los 
terminos que siguen al primero, a saber 

b a n ' +ca n " +... 

sera, para valores numericos muy pequenos de a , del mismo signo que 
cada uno de los dos productos ba" ,b a 

Teorema 6. Cuando elpolinomio 

aa n + ba n ' + ca”" +... , 

estd ordenado segun las potendas ascendentes de a , y el grado n' del segundo 
termino es un numeropar, tenemos que estepolinomio, para valores numericos muy 
pequenos de a ,ftnalizapor devenir constantemente superior al primer termino, 
stempre que b seapositivo.y constantemente inferior siempre que b sea negativo. 

Demostracion. En efecto, bajo la hipotesis admitida, la suma de los 
terminos que siguen al primero tendra, para valores numericos muy 
pequenos de a , el signo del producto ba" , y en consecuencia, el signo 
de b. 

Corolario. Suponiendo, en el teorema que precede, n = 0, se obten- 
dra la proposicion siguiente 

Teorema 7. Si el polinomio 

a + ba ” + ca n 

estd ordenado segun las potendas ascendentes de a y n ' designa un numero par; 
tenemos que de entre los valores de este polinomio correspondientes a los valores 
infimtamente pequenos de a, aquel que corresponde a a = 0 , es dear a, sera 
siempre el mas pequeno, cuando b sea positiva, y el mas grande cuando b sea 
negativa. 

Este valor particular del polinomio, mas grande o mas pequeno que 
todos los valores vecinos, es lo que llamamos un mdximo o un minimo. 

Una vez que las propiedades de las cantidades infinitamente 
pequenas han sido establecidas, se deducen las propiedades analogas de 
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las cantidades infinitamente grandes, observando que toda cantidad 
variable de esta ultima especie puede ser representada por —, en donde 

a designa a una cantidad infinitamente pequena. Asi, por ejemplo, 
cuando en el polinomio 

ax m + bx m ~ l + cx m 2 + ...+hx+k, 
que esta ordenado segun las potencias descendentes de la variable x, esta 

variable deviene infinitamente grande; al ponerla bajo la forma ~ se 
reduce el polinomio del que se trata a 

-£-( l + -a + -a‘ + ... + 
a m [ « a 
y reconocemos entonces de inmediato que, para valores numericos muy 
pequenos de a, o lo que es lo mismo, para valores numericos muy 
grandes de x, ese polinomio es del mismo signo que su primer termino 


Como esta propiedad subsiste en caso de que algunas de las canti¬ 
dades b,c... h, k se reduzcan a cero, resulta que se puede enunciar el 
siguiente teorema. 

Teorema 8. Cuando en algun polinomio ordenado segun las potencias 
descendentes de la variable x, se hace crecer indefmidamente el vahr numerico 
de esta variable, el polinomio acaba por ser constantemente del mismo signo que 
su primer termino'\ 



4 Este teorema coloca ya todos los elementos previos al teorema del valor intermedio. 
Lagrange puede asegurar en su Mcmoria Sobre la Raoluddn de Ecuadones Numbicas de todos 
los Grades , que si la variable x recorre todos los valores positivos y negatives cambiara de 
signo y —hipotesis del valor intermedio- tendri nccesariamente que anularse para algun 
valor de x. Los tcoremas probados por Cauchy en este apartado no requieren la hip6tesis 
de que se trate de funciones continuas; con ello marcan hasta d6nde es posible afirmar 
algun a propiedad de los polinomios antes de considcrar que se trata de funciones continuas. 
Claramente no sera posible hablar de la existcncia de una raiz del mismo (y por ende no 
sera posible la prueba del teorema fundamental del algebra) sin la condicibn de la 
continuidad. 
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§2. De la continuidad de las funciones 

Entre los objetos que se vinculan a la consideraci6n de los infini- 
tamente pequenos, debemos colocar las nociones relativas a la continui¬ 
dad o a la discontinuidad de las funciones. Examinemos primero bajo 
este punto de vista a las funciones de una sola variable. 

Sea/( x ) una funci6n de la variable*, y supongamos que, para cada 
valor de * intermedio entre dos limites dados, esta funcion admite 
constantemente un valor tinico y finito. Si, a partir de un valor de * 
comprendido entre estos limites, se atribuye a la variable*un incremento 
infinitamente pequeno ct, la funcion misma recibira como incremento 
la diferencia 

f(x + a )-/(*). 

que dependent al mismo tiempo de la nueva variable a y del valor de *. 
Dado esto, la funcibn/^*) sera, entre los dos limites asignados a la 
variable *, una funcidn continua de esta variable si, para cada valor de * 
intermedio entre estos limites, el valor numerico de la diferencia 

/(*+a )-/(*) 

decrece indefinidamente con el de a. En otras palabras, la funcion 
/( * ) permanecerd continua respecto dc x entre los limites dados si, entre esos 
limites, un incremento infinitamente pequeno de la variable produce siempre un 
incremento infinitamente pequeno de la funcion . 


La definici6n de funcirin continua aqui introducida guarda una estrecha similkud con la 
definici6n dada por B. Bolzano en su Prueba puramente analitica del teorema que asegura 
quet entre dos valores que dan valores de signos contrarios, existe una raiz real dc la ecuaci6n 
{Rein Analytiscber Beweis des Lehrsatzes, dass rwheben zwey Werthen, die ein entgegengesetzes Raultat 
gewdhrtn, wenigstens eine mile Wurzel der Glticbung liege) de 1817. 

Para Bolzano “una funcibn/X x ) varia de acuerdo a una ley de continuidad, para los 
valores de x que se encucntran dentro o fiiera dc ciertos limites, si cuando x es cualquiera 
de esos valores, la difercncia/( x + oj ) -/( x ) puede hacerse menor que cualquier cantidad 
dada, si se hace a co tan pequeno como se quiera". 

EsU similkud fuc objeto de una viva polemica entre los historiadorcs de las matematicas. 
Ivor Grattan Guinness afirma que no puede menos que asegurarse que Cauchy conocia esta 
defmici6n de Bolzano antes de publicar el Coun d'Analyse, Esta tesis, sostenida primero en su 
libro The Development oflbe Foundations of MathematicalAnalysis from Euler toRiemann, publicado 
en 1970, fue sostenida con mas vehemencia en su articulo "Bolzano, Cauchy and the new 
Analysis of the early nineteenth century” que apareci6 en los Archives for the History of Exact 
Sciences, vol, 6. Hans Frcudenthal reaccionaria en contra de dicha interpretaci6n en un articulo 
publicado en los mismos Archives, vol. 7, “Did Cauchy plagiarize Bolzano?” 
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Decimos que la funcion f(x) es, en la vecindad de un valor 
particular atribuido a la variable x, una funcion continua de esta variable, 
siempre que es continua entre dos limites de x que encierren el valor del 
que se trata, sin importar cuan proximos esten. 

En fin, cuando una funcion/( x ) deja de ser continua en la vecindad 
de un valor particular de la variable x, se dice que ella deviene entonces 
discontinua, y que existe para este valor particular una solution de continuidad. 

Despues de estas explicaciones, sera facil reconocer entre que limites 
una funcidn dada de la variable xes continua con respecto a esta variable. 
Asi, por ejemplo, la funcion senx, que admite para cada valor particular 
de la variable un valor unico y finito, sera continua entre dos limites 
cualesquiera de esta variable, toda vez que el valor numerico de sen 

a j,y en consecuencia el de la diferencia 

sen ( x + a ) - sen x = 2 sen ^ | a jcos ^ x+ 1 a j, 

decrece indefinidamente con el valor dect, cualquiera que sea el valor finito 
que se atribuya a x. En general, si se observan bajo la relation de 
continuidad las once funciones simples que hemos considerado anterior- 
mente (Cap. I, § 2), a saber 

a + x, a—x , ax , — , x?, A x , L(x), 
x 

senx, cosjc, arc sen x, arccosx, 

se encontrara que cada una de las funciones permanece continua entre 
dos limites finitos de la variable x, siempre que al permanecer como valor 
real entre esos dos limites, ella no devenga infinita en el intervalo. 

En consecuencia, cada una de esas funciones sera continua en la 
vecindad de un valor finito atribuido a la variable x, si este valor se 
encuentra comprendido: 


Nuestro intercs por recordar la definici6n de Bolzano es simplementc e! de subrayar que 
en ambas definiciona, y sin polemizar sobre la originalidad de la misma, podemos sostener 
que se trata de definiciones locales. Es decir, unto Bolzano como Cauchy definen la 
continuidad de una funci6n en un cierto intervalo que contiene a la variable x\ no se trata 
pues de una definici6n puntual tal y como lo es en el Analisis contemporaneo. 
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para las funciones 


en fin, 


a + x ^ 
a-x 


sen x 
cos a: J 


entre los Iimites x = - oo, x= + oo; 


para la fiincibn 

a 1 l e entre los Iimites x = — oo, x= 0, 
x J 2- entre los Iimites x— 0, x— oo 6 ; 

para las funciones 

entre los Hmites x - 0, x = oo ; 


L(x ) 

para las funciones 
arc sen 


a x 
sx 


entre los Iimites x- — 1, x = + 1 . 


Es bueno observar que, en el caso en el que se supone a = ± m (m 
designa a un numero entero), la funcion simple 


El termino vecindad , recien introducido por Cauchy en esta secci6n para establecer con 
precisi6n el caracter local del concepto de continuldad para una funei6n - la fimci6n es 
continua en una vecindad de la variable- , puede facilmente identificarse con lo que en la 
actualidad entendemos por el mismo termino. Esa identificacidn, sin embargo, puede 
introducir una idea no existente aim en Cauchy y que establece que dicha vecindad es un 
cierto conjunto que contiene a la variable - de hecho decir hoy que * es una variable en un 
conjunto es decir que se puede tomar por x a cualquier elemento del conjunto- . La idea 
de cantidad variable, que fue introducida en los Preliminares, nos hace pensar que si bien 
Cauchy acepta que la variable * puede tomar todos los valores comprendidos entre dos 
valores dados — entre ciertos Ittnites, como tl mismo dice— , no hay, conio se ve daramente 

en esta fiincidn -, ninguna aclaracibn respecto a si la variable x puede tomar el valor de 

uno de los extremos. Claramente Cauchy sabe que esta funci6n no estaria definida para el 
valor x = 0, pero a! momenta de definir las “vecindadcs” dentro de las cuales la funcidn es 
continua, no especifica, en los terminos en los que se ham en un texto actual de Analisis, 
si el 0 es o no un elemento de dichas "vecindadcs” Es decir, no considera a una vecindad 
como un conjunto dentro del cual sea posible tomar a un elemento arbitrario, sino 
solamente un rango de movilidad de una magnitud. 
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es siempre continua en la vecindad de un valor finito de la variable x, 
siempre que este valor este comprcndido, 

si a = + m , entre los Hmites *=-«>, *= + oo, 

entre los Hmites x = - <», x = 0 
si a - - m , | o bien 

^ entre los siguientes x = 0, x = oo . 

Entre las once funciones que acabamos de citar, s61o dos de ellas 
devienen discontinuas para un valor de x comprendido en el intervalo 
en el que ellas permanecen con valores reales. 

Estas dos funciones son 

~ y x a ( cuando a--in'). 

Una y Otra devienen infmitas, y en consecuencia discontinuas, para 
x=0. 

Sea ahora 

f(x,y,z,... ) 

una funcibn de varias variables x,y, z ...\ y supongamos que, en la 
vecindad de los valores particulares^f, Y, Z... atribuidos aesas variables, 
f(x,y,z,... ) sea a la vez una funcibn continua de x, funcibn continua 
de y, funci6n continua dez etc. Se probara claramente que, si se designan 
por a, (i, y ,... a cantidades infmitamente pequeiias, y si se atribuyen a 
x,y,z... los valores X, Y,Z... , o valores muy pr6ximos, la diferencia 

/(* + a,> + p,z + Y,... )-f(x,y,z,... ) 

sera ella misma infmitamente pequena. En efecto, es claro que, bajo la 
hipbtesis precedente, los valores numericos de las diferencias 

f(x + a,y,z t ... )-f(x,y,z,... ), 
f(x+a,y + P,z,... )-f(x+a,y,z,... ), 
f(x+a t y + $,z + y,... )-f(x + a,y + V ), 
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decreceran indefinidamente con los valores de las cantidades variables 
a » P) Y»J es decir, el valor numerico de la primera diferencia con el 
valor numerico de a, aquel de la segunda diferencia con el valor 
numerico de P, aquel de la tercera con el valor numerico y, y asi 
sucesivamente. Se debe concluir que la suma de todas las diferencias, a 
saber, 

/(* + ao> + p,z + Y,... )-f(x,y,z .... ), 

converges al limite cero, si a, p, y,... convergen hacia este mismo 
limite. En otros termmos, 

/(x+a,jy + p,z + y,... ) 

tendra por limite 

La proposici6n que acabamos de demostrar subsiste, evidentemente, 
en el caso en el que se establezcan entre las nuevas variables a , p , y... 
ciertas relaciones. Basta que estas relaciones permitan a las nuevas 
variables converger simultaneamente al limite cero. 

Cuando, en la misma proposid6n, se reemplazan x,y,z... por 
X, Y,Z... y x+ a ,y + p ,z+ y... por x,y, z ... , se obtiene el enun- 
ciado siguiente. 

Teorema 1. Si las variables x,y ,z... eleven por Umites respectivos a las 
cantidadesfijasy determinadas X ,Y, Z... y si la Jundonf( x,y,z,... ) es 
continua respectode las variablesx,y t z... en la vecindaddelsistema de valores 
particulares 


x = X, y = Y, z-Z . 

f(x,y ) tendra por limite f(X, Y,Z,... ) 7 . 


Este teorema asegura, por un lado, que si una funci6n de varias variables 
f( x >y - ) es continua respecto de cada una de ellas, entonces lo serl respecto al 
conjunto de todas las variables; y por el otro, asegura que en toda funcibn continua el valor 
que ella toma en el limite de una variable es igual al limite de los valores de la funcion 
tornados en cada uno de los valores de la variable. Esta segunda afirmacibn es una mera 
reformulacibn de la defmicibn de continuidad para una funcibn, y la prueba dada aqui por 
Cauchy es valida siempre y cuando se acepte la validez de la primera afirmacibn. Podemos 
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Como, en ese segundo enunciado, las variables a , P , y... se encuen- 
tran reemplazadas por x-X,y- Y,z-Z etc., las relaciones que se 
pueden establecer, en el primer enunciado entre a,J3,y... , podran 
establecerse, en el segundo, entre las cantidades x-X,y - Y, 
z-Z\ y resulta que la funci6n f(x,y ) tendra por limite 
f{X,Y,Z,... ), en el caso en que las variables x,y,z... estuvieran 
sujetas a ciertas relaciones, siempre que esas relaciones les permitieran 
aproximarse indefinidamente a los limites X, Y,Z... . 

Supongamos, para fijar las ideas, que x,y , z... sean funciones de 
una misma variable t considerada como independiente, y continuas con 
respecto a esta variable en la vecindad del valor particular t=T. 

Si establecemos para mayor comodidad, 

ftx,y>z,. ..) = *, 

u sera lo que se llama una funci6n compuesta de la variable t\ y si 


considerar que el merito de Cauchy fue el de intentar una demostracion para esta segunda 
afirmaci6n que podia pasar como una verdad cvidente. 

Sobre la primera de las do$ afirmaciones, Schwarz da en 1872 el siguiente contraejemplo: 


la funcion/( x,y ) = 


, con/( 0,0 ) = 0. Se trata de una funcibn que es discontinua 


en el origen ya que al aproximarse al pun to (0,0) por la recta* =y se tiene que en cualquier 
punto ( x, x ) de esta curva la funcibn vale | y en el origen vale 0, sin embargo esta funci6n 


es continua respecto de cada una de las dos variables. 

Este mismo ejemplo es retomado por Rent Baire en una nota presentada en la Academia 
de Cicncias de Paris el 8 de noviembre de 1897 y en la cual demuestra que una funci6n de 
dos variables, continua respecto a cada una de ellas, tiene la propiedad de que en cualquier 
subconjunto abierto del piano siempre hay puntos en los cuales la fiincibn es continua 
respecto al conjunto de las dos variables (es decir que la funcibn es puntualmmte discontinua). 
Un segundo teorema demostrado en esta misma memoria asegura que bajo las mismas 
condiciones la funcion definida sobre la recta x=y es una fiincidn de una variable que es 
tambien puntualmente discontinua. Es importante notar que Baire no puede encontrar en 
esta memoria la generalizacion de este teorema para una fiincibn de mas de dos variables. 
En esc mismo aiio, Vito Volterra escribe a Paul Appel para comunicarle que ha leido la 
memoria de Baire y que los teoremas demostrados en ella son un caso particular de un 
resultado encontrado por el y que asegura que si una funci6n de « variables es continua 
respecto de cada una de ellas entonces existe en cualquier subconjunto abierto (del espacio 
de n dimensiones) un conjunto no numerable de puntos en los cuales la funcidn es continua 
respecto del conjunto de variables. 

Debemos anadir que mas adelante, en una nota del 28 de marzo de 1898, Baire reiacionari 
a las funciones que cumplen esta condici6n con aquellas funciones discontinuas que se 
pueden expresar como limites de una serie de funciones continuas. 
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X, Y, Z, ..., U , 

designan respectivamente los valorcs de 

x, y, z . u, 

si se supone t=T,cs claro, por una parte, que un valor de t muy cercano 
de T dara para u un valor unico y finito; por otro lado, bastara hacer 
converger t al limite T para que las variables x,y , z,... conver- 
jan hacia los limites X, Y, Z, ... , y en consecuencia, la funcibn 
*‘=f(x,y,z... ) hacia el limite U -/( X, Y,Z ... ). Se probara de la 
misma manera que si se atribuye a t un valor muy prbximo de T, el valor 
correspondiente de la funcibn u sera el limite al cual esta funcibn se 
aproxima indefinidamente, mientras que r convergent hacia el valor dado; 
y se debe concluir que u sera una funcidn continua de t en la vecindad 
de t = T. Podemos entonces enunciar el teorema siguiente. 

Teorema 2. Dcsignemos por 

x,y, z t ... , 

varias funciones de la variable t, que sean continuas respedo de esta variable en 
una vecindad del valor particular t = T. Sean, ademas, 

X , Y, Z , ... , 

los valores particulares dex,y,z ... correspondientes a t=T;y supongamos que, 
en la vecindad de esos valores particulares, la Juncion 

“=f{x>y,z,... ) 

sea almismo tiempo continua respedo ax, continua respedo ay, continua respedo 
az y ... ; entonces u, considerada comoJuncion de 4 sera continua respedo a ten 
la vecindad del valor particular t = T. 

Si, en el teorema precedents se reducen las cantidades variables 
x, y , z, ... a una sola, x, se obtendra un nuevo teorema, que podemos 
enunciar como sigue 8 : 


El teorema 2 asegura que la composicidn de funciones continuas es una funcidn continua; 
sin embargo, establece como condici6n suficiente para asegurar la continuidad de la funcibn 
u -f{x,y ,z... ) la continuidad de la misma con respecto a cada una de las variables, 
resultado que ya comentamos en la nota 7. El teorema 3, sin embargo, es correcto. 
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Teorema 3. Supongamos que, en la ecuadon 

«=/(*). 

la variable x sea unafundon de una variable t. Pensemos ademas que la variable 
x sea una fundon continua de t en una veandad del valor particula t~T,yu 
una fundon continua dex en la vecindad del valor particular x = X correspon- 
diente a t = T. La cantidad u, considerada corno fundon de t, sera una fundon 
continua respecto de esta variable en la vedndad del valor particular t~T. 

Supongamos, por ejemplo. 

u = ax y x-t n , 

donde a designa a una cantidad constante, y«aun numero entero. Se 
concluye del teorema 3 que 

. ft 

u- at , 

es, entre dos limites cualesquiera de la variable t, una funcion continua 
de esta variable. 

Del mismo modo si, 

x 

« = -, x= sen t, y — cos t , 

se concluira del teorema 2 que la funcion 
u = tan t 

es continua respecto a t en la vecindad de un valor finito cualquiera de 
esta variable, siempre que el valor del que se trata no este comprendido 
en la fdrmula 

t-±2k 71 ±^* 

en donde k designa a un numero entero; es decir, siempre que este valor 
de t corresponda a un valor finito de tan t. La funcidn tan t admitira, por 
el contrario, una solucion de continuidad, al devenir infinita, para cada 
valor de t comprendido en la formula precedente. 

Supongamos tambiSn que 

u~a+x+y + z+... , 
x= bt, y — ct 1 ... , 
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en donde a, b,c.>. designan cantidades constantes. Si u es una funcion 
continua de x,y,z — entre limites cualesquiera de esas variables, y 
x,y, z — son funciones continuas de la variable t entre limites cuales¬ 
quiera de esta variable, se concluira del teorema 3 que la fiincion 

u~a+ bt + ct 2 + „. 

es elk misma continua respecto a la variable t entre dos limites cuales¬ 
quiera. En consecuencia, como para t = 0 se tiene u-a, si se hace 
converger t hacia el llmite cero, la funcion u convergera hacia el limite a , 
y terminara por adquirir el mismo signo que este limite; lo que concuerda 
con el teorema 4 del §1. 

Una propiedad importante de las funciones continuas de una sola 
variable, es la de poder servir para represen tar en geometria a las 
ordenadas de lineas continuas rectas o curvas. De esta observacibn se 
deduce facilmente la siguiente proposicion. 

Teorema 4. Si la funcion f(x)es continua respecto a la variable x entre 
los limites x = xq ,x~ X>y si se designa por b a una cantidad intermedia entre 
/(-*o )y /( X ), sepodrd siempre satisfacer la ecuadon 

f(x) = b 

para uno o varios valor es reales de x comprendidos entre xoyX. 

Demostracion. Para establecer la proposicidn precedente, basta 
hacer ver que la curva que tiene por ecuacibn 

y=f (*) 

cruzara una o varias veces a la recta que tiene por ecuacibn 
■ y=b 

en el intervalo comprendido entre las ordenadas que corresponden a las 
abscisas xo yX, es evidente que esto tendra lugar bajo la hipbtesis admitida. 
En efecto, al ser continua la funcibn f(x) entre los limites x-xo, 
x = X, la curva que tiene por ecuacibn_y=/(a:), y que pasa 1° por el 
punto correspondiente a las coordenadas xo,f(xo); 2° por el punto 
correspondiente a las coordenadas Xyf(X) sera continua entre estos 
dos puntos, y como la ordenada constante b de la recta que tiene por 
ecuacion y = b se encuentra comprendida entre las ordenadas /( xo ), 
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f(X) de los dos puntos que estamos considerando, la recta pasara 
necesariamente entre estos dos puntos, lo que no se puede hacer sin 
reencontrar en el intervalo a la curva mencionada. 

Se puede, como lo haremos en la nota III, demostrar el teorema 4 
por un metodo directo y puramente analitico, que tiene la ventaja de dar 
la solucidn numerica de la ecuacion 

f(x) = b\ 


9 En la nota III del Curso de Andlisis Cauchy enuncia y demuestra de manera puramente 
analltica este mismo teorema del valor intermedia: 

Teorema. Seaf(x) unafuncidn real debt variable x que permanece continua respecto a esta 
variable entre los llmitesx = , * = X. Si las dos cantidadesf (xo)y F(X)son de signos contrarios, 

se podrd satisfacer a la eaiacidn 
( 1 ) /(*) = » 
para uno o varios valores reales de x comprendidos entre xo y X 

Demostraci6n. Sea xo la mrnar debts dos cantidades xoy X Hagamos h = X-xoy design em os 
por maun numero entero arbitrario superior a la unidad. Como de las dos cantidades 
f(xo) y/( X) una cs positiva y la otra es negativa, si se forma la sucesidn 

. 

y si se comparan en esta sucesidn el primer termino con el segundo, el segundo con el 
tercero, el tercero con el cuarto, etc., se acabara necesariamente por encontrar una o varias 
veces dos terminos consecutivos que serin de signos contrarios. Sean/( x\ ) y/( X' ) dos 
terminos de esta espccie, con jrj el mas pequeno de los dos valores correspondientes dex Se 
tendra evidentemente 

X) < xi < X' < X, y 

Una vez determinados x\ y X como acabamos de hacerlo, sera posible nuevamente 
encontrar entre ellos otros dos valores de x, xi yX” , que sustituidos en/( x ) den resultados 
de signos contrarios y que scan propios para verificar las condiciones 
xi<x 2 < X" < X', y 
X"-x t = ~ ; (X'- Xl ) = jy(X-xt>). 

A1 continuar asi, se obtendra una serie de valores crecientes de x, a saber 

(2) xo, xi, Xt, ... 

y una serie de valores decrecientes 

(3) X,X‘,X",... 

que rebasan a los primeros, respectivamente, por cantidades iguales a los productos 
Ix(X-xo), ±x(X-x>), ... 



100 


Augustin-Louis Cauchy 


§3. Valores singulares de las funciones 
en algunos casos particulares 

Cuando una funcion de una o de varias variables admite un s6Io 
valor, de un sistema de valores atribuidos a las variables que ella encierra, 
este valor unico se deduce ordinariamente de la definicion misma de la 
fiincidn. Si se presenta el caso particular en el que la definicion dada no 
puede dar de inmediato el valor de la funcidn que se considera, se buscan 
el limite o los limites hacia los cuales esta funcidn converge, mientras 
que las variables se aproximan indefinidamente a los valores particulares 
que les son asignados; y si existen uno o varios limites de esta especie, 
ellos son vistos como otros tantos valores de la fiincidn bajo la hipotesis 
admitida. Llamaremos valores singulares de la fiincidn propuesta a aquellos 
que se encuentran determinados de esta forma. Tales son, por ejemplo, 
aquellos que se obtienen al atribuir a las variables valores infinitos, y 
tambien aquellos que corresponden a las soluciones de continuidad. La 
busqueda de valores singulares de las funciones es uno de los problemas 
mas importantes y mas delicados del analisis: esta busqueda ofrece mayor 


por lo que acabaran por diferir de esos primeros valores en Un poco como se quiera. Se 
debe conduir que los terminos generales de las series (2) y (3) convergeran a un limite 
comun, sea a este limite. Puesto que la funcion f(x) es continua desde x = xo hasta 
x = X, los terminos generales de las siguientes series 

/(*)./(*>./(*>. ... 

/(*),/(*')./(*"), ... 

convergeran igualmente hacia el limite comun/( a ); y como al aproximarse a este limite 
seran siempre de signos contrarios, es claro que la cantidad/(<*), que es ftnita, no podra 
ser diferente de cero. En consecuencia se verifica la ecuactbn 
( 1 ) /(*) = 0 , 

al atribuirle a la variable x el valor particular a comprcndido entree yX. En otras palabras, 
(4) * = , 

sera una ralz de la ecuacibn (I). 

Esta demostracibn analitica reproduce el estilo de la prueba que para la misma proposici6n 
establece Bolzano en su texto de 1817 (citado en la nota 5); en ambas la prueba se sustenta 
sobre un principio derivado de la propiedad de continuidad del dominio de la funcibn (en 
este caso el intervalo (xq ,X)). La afirmacibn de que las sucesiones (2) y (3) convergen al 
mismo punto es en este caso una modalidad del teorema que asegura que una sucesion 
monbtona y acotada es convergente. 

En la demostracibn propuesta por Bolzano, el argumento descanza sobre una proposi- 
ci6n auxiliar 

Teorema. Sea M una propiedad que no se cumple para todos los valores de un intervalo, pero 
que se cumple para todos aquellos que son men ores que u. Es posible entonces encontrar un valor U 
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o menor dificultad, segun la naturaleza de las funciones y el numero de 
variables que encierra. 

Si, para comenzar, consideramos a las funciones simples de una sola 
variable, se encontrara que es facil fijar sus valores singulars. Esos valores 
corresponden siempre a una de las tres hipotesis 

x = - oo, x= 0, X=co, 


y son respectivamente, 


para la funcion 

a+x rfdesigauna a+(~cc)=~co 

cantidad cualquiera 

a — x a desiga una a-(- oo)=» 

cantidad cualquiera 


{ ,a dcsigna una can tidad positiva <tx(-a>)=-co 
a designa una cantidad negativa /j x ( - a>) = co 


( a designauna cantidad positiva -= 0 

7 

a designa una cantidad negativa -» 0 


a + ao= co 

a — ooas — oo 


a x co = oo 



— = 0 



que a el mayor de los que cumplen con la propiedad de que M se cample para todos las que son menor a 
que U. 

Si se toma una funcidn continua y m y m + n son valores para los cuales/( m ) < 0 y 
/( m + n ) > 0, entonces, por la propiedad de continuidad definida, es posible que existan 
valores s tales que/( m + s ) < 0. Sea M la propiedad que caracteriza a los valores s de que 
/( m + s ) < 0. Se sabe que la propiedad M no es valida para todos los valores. Sea U el 
valor cuya existencia asegura el teorema auxiliar. Si/X m + U) < 0, entonces la propiedad 
de continuidad de la funcidn permite asegurar que hay un valor s, suficientemente pequeno, 
tal que/( m + t /+s ) < 0 y en esc caso U no seria el valor maximo asegurado por el teorema. 
Si ahora se supone/( m + U) > 0, entonces, por la misma raz6n de continuidad, existe un 
valor s que satisface /( m + U-s ) > 0 y U nuevamente no tendria las propiedades 
aseguradas por el teorema auxiliar. S61o resta la posibilidad de que/( m + U) - 0 lo que 
demuestra el teorema central. 

Para este teorema auxiliar, que es una version del axtoma del supremo, Bolzano intenta 
una demostracidn similar a la de Cauchy: afirraa que una sucesion acotada y creciente 
siempre sera convergente (primera version, por cierto, del teorema de Bolzano-Weierstrass. 
Algunos aspectos de esta demostracidn de Bolzano scran comentados en nuestra nota 2 del 
capitulo VI). Tanto Bolzano como Cauchy tratan de mostrar que el valor para el cual la 
funci6n se anula es el supremo del conjunto de valores para los cuales la fiinci6n es positiva 
(o negativa). Cabe senalar sin embargo, como ya se hizo anteriormente, que esta aciualizaci6n 
de la prueba dada por Cauchy y Bolzano requeriria de la existencia de un lenguaje conjuntista 
inexistentc aun en ellos. 
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f a designauna cantidad positiva 

0^0 

oo“ = oo 


L a designa una cantidad negativa 

(f=co 

eo*= 0 


[A> 1 /T“*=0 

J=1 

A° = 00 


A < 1 /T“ = ® 

J=1 

0 

L(x) 

f Base del log.> 1 

L(0) = 

— oo L(oo ) = oo 

l Base del log. < 1 

I(0) = 

00 L ( QO) = —00 

sen x 

sen(-oo) = Af((-1,+1)) ... 

sen ( oo) 

=Af«-l,+ l)) 

COS JC 

... cos(-oo)=Af((-l,+ l)) 

cos(oo) 

=M«-1,+ 1)) 


Lanotaci6nAf((- 1,+ 1) ) designa a cualquier cantidad intermedia 
entre los dos limites - 1 y + 1. 

Es bueno observar que, en el caso en el que se supone a = ± m 
{m designa a un numero entero), la funcidn simple 

/ 

admite tres valores singulares, a saber. 


cuando f m es un numero par 
a = + m L m es impar 

cuando f m es un numero par 
a = -m L m es impar 


(-oo)" = -co, 

(-»)“" = 0 , 

(-oo)-" = 0. 


o m = o, 
o’”=o. 



0" m = oo, co m = 0, 

((0))“" = ±<», to - w = 0 . 


Consideremos ahora a las funciones compuestas de una sola variable 
x. Algunas veces es facil encontrar sus valores singulares. Asi, por ejemplo, 
si se designa por k a un numero entero cualquiera, se reconocera sin 
dificultad que para la fundon 


tan x = 


sen x 
cosx 


sus valores singulares estan comprendidos en las tres formulas 


tan((oo))=A/((-oo, + ao)), 
tan ^2 kn ±~ j j=±oo, 
tan((-oo))=Af((-oo, + oo)), 
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mientras que los valores singulares de la funcion inversa 
x 

arc tan x = arc sen - 

V l+jc 2 

son respectivamente 

arctan(-oo) = -|, arc tan (co ) = ^. 

Pero con frecuencia problemas similares presentan verdadera dificul- 

tad. Por ejemplo, no nos damos cuenta de inmediato como podremos 

determinar el valor singular de la funcion 

x 

x 

cuando se supone x = 0; o el de la funcion 
x* 

cuando se tomax = oo, Para dar una idea de los metodos que conducen 
a la soluci6n de los problemas de esta especie, vamos a establecer aqui 
dos teoremas con cuya ayuda se pueden, en un gran numero de casos, 
determinar los valores singulares que reciben las dos funciones 

t/(*)d 

cuando se supone x = oo. 

Teorema 1. Si para valores crecientes dex,la diferencia 

/(x+1 )-/(*) 

converge hacia un cierto Umite k, la funcion 

fix) 

X 

convergera al mismo tiempo al mismo Umite. 

Dcmostracidn. Supongamos primero que la cantidad k tiene un 
valor finito, y designemos pore a un numero tan pequeno como se quiera. 
Puesto que los valores crecientes de x hacen converger a la diferencia 
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/(*+!)-/(*) 

hacia el limite k, se podra dar al numero h un valor suficientemente 
grande para que, sixes igual o superior a h, la diferencia de la que se trata 
este comprendida entre los limites 

k-E, * + e 10 . 

Si ahora se designa por n a un numero entero cualquiera, cada una 
de las cantidades 

Ah+i)-f(b), 
f(h +2) -/( h + 1), 

f{b + n)-f(h + n-l), 
y en consecuencia su media aritmetica, a saber, 

IfJ +*)-/(*) 

n 

estara comprendida entre los limites k - e, k + e. Se tendra pues 

n 

en donde a es una cantidad comprendida entre los limites - e, + e. Sea 
ahora 

h + n=x. 

La ecuacidn anterior devendra 

(1) + 
x— h 

y de ahi se concluira 


10 La observaci6n hccha aqui por Cauchy cs equivalent? a la actual definici6n del limite de 
una funci6n. En efecto, decimos hoy que lim f ( x ) = k si para toda e > 0 existe h tal que 

si | x | < b , entonces | f( X ) - k | < e. Lo realmente interesante es que este argumento no 
se presenta bajo ia forma de una definiddn de lo que significa que una funcidn tenga un 
limite finito cuando el valor de la variable tiende a infinito, sino como parte de un 
argumento en una demostracibn particular. 
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f(x)=f(h) + (x-h)(k + a), 

(2) 

Ademas, para hacer crecer indefinidamente el valor de x, bastara 
hacer crecer indefinidamente al numero entero n, sin cambiar el valor de 
h. Supongamos por tanto que en la ecuacibn (2) se considera h como una 
cantidad constante, y x como una cantidad variable que converge hacia 
el limite oo. Las cantidades 

mi k 

X ’ x ’ 

comprendidas en el segundo miembro, convergeran hacia el Hmite cero, 
y el segundo miembro convergera hacia un limite de la forma 

k + a, 


donde a esta siempre comprendida entre - e y + e. En consecuencia, la 
razon 

mi 


tendra como Hmite a una cantidad comprendida entre k-Syk + e. Esta 
conclusibn debera subsistir, no importa cuan pequeno sea el numero e, 
por lo que resulta que el limite en cuestidn sera precisamente la cantidad k. 
En otras palabras, se tendra 


= k = lim [/(*+ 1 )“/( JC )]* 

Supongamos, en segundo lugar, k = oo. Al designar entonces por H a 
un numero tan grande como se quiera, se podra siempre atribuir al numero 
h un valor muy grande , para que si x es igual o superior a h, la diferencia 

/(*+!)-/(*)> 

que converge al Hmite oo, devenga constantemente superior a H n ; y, 
razonando de la misma forma, se establecera la formula 


11 La observaci6n hecha aqui por Cauchy es equivalente a la actual defmici6n dc que el hmite 
de una funci6n es infinite cuando la variable tiende a infinite. En efecto, decimos hoy que 
lim f ( X ) = oo si para toda H> 0 existe b tal que si X > b . entonces/( X )>H. 



106 


Augustin-Louis Cauchy 


n 

Si ahora hacemos h + n = x, se encuentra, en lugar de la ecuacion (2), 
la siguiente f6rmula 

i-$>, 

de la cual se concluye, al hacer converger x al llmite oo, 
x 

El limite de la razon 

f(x) 

X 

sera pues superior al numero H , por grande que este sea. Este limite que 
es superior a todo numero asignable no puede ser otro que el infinito 
positivo. 

Supongamos, en fin, que k = - oo. Para reducir este ultimo caso al 
anterior, bastara observar que si la diferencia 

f(x+l)-f(x) 
tiene por limite - oo, la siguiente 

[-/(*+!)]-[-/(*)] 

tendra por limite + oo. Se concluira que el limite de es igual a 

+ oo, y en consecuencia aquel de a - oo 

* 

Corolario 1. Para mostrar una aplicacibn del teorema anterior, 
supongamos 

f(x) = L(x), 

L es la caracterlstica de los logaritmos en un sistema cuya base sobrepasa 
a la unidad. Se encontrara 

/(*+i)-/(*)=£(*+i)-L(*)=i.r i+ji 
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y en consecuencia 

Se puede entoncer afirmar que si*crece indefinidamente, la razon 

£(*) 

x 

converged hacia el Hmite cero; y resulta que en un sistema cuya base es 
superior a la unidad, los logaritmos de los numeros crecen mucbo menos 
rdpidamente que los numeros mismos. 

jCorolario 2. Supongamos, en segundo lugar, 

Ax)=yf, 

A designa a un numero superior a la unidad. Se encontrara 
f(x+\)-f(x)=A** X -A* = A X (A-1) 
y en consecuencia 

k=/f° (A-!) = <*>. 

Se puede as! afirmar que si x crece indefinidamente, la raz6n 

yf 

x 

converge al Umite oo; de donde resulta que la exponential jf, cuando el 
numero A rebasa a la unidad, termina por creetr mucbo mas rdpido que la 
variable x 

Corolario 3. Debemos observar, ademas, que no se debe buscar por 
el teorema 1 el valor de la razon 

X 

correspondiente a x = co, mas que en el caso en que la funci6n/(x) 
devenga infmita con la variable x. 

Si esta funci6n permaneciera finita para * = <», la raz6n * 
tendria claramente cero como Hmite. 
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Pasamos ahora al teorema que sirve para determinar en varios casos 
el valor de 

(/(*)F 

para x = co. He aqui en que consiste: 

Teorema 2. Si lafunaonf{ x ) es positiva para valores muy grandes de 
xy la razon 

Ax+l) 

Ax) 

converge al Umite k cuando x crece indefinidamente, entonces la expresion 

[/(*)]* 

converge al mismo tiempo al mismo Umite. 

Demostracion. Supongamos primero que la cantidad k, que nece- 
sariamente es positiva, tiene un valor finito, y designemos por e a un 
numero tan pequeno como se quiera. Puesto que los valores crecientes 
de x hacen converger la razon 

/(*+!) 

/(*) 

hacia el limite k, se podra dar al numero b un valor suficientemente 
grande para que, siendo x igual o mayor que b, la raz6n de la que se trata 
este siempre comprendida entre los Mmites 

k-E, k + E. 

Si ahora designamos por »aun numero entero cualquiera, cada una 
de las cantidades 

A h + 1) f(b + 2) h + n ) 

Ah) ’ /(*+!)’ f(h + n- 1)’ 
y, en consecuencia, su media geometrica, a saber. 

Ah) j ’ 

se encontrara comprendida entre los limites k - e, k + e. 
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Se tendra pues 


= k + a, 


~ f(b + n) 

Ah) 

siendo a una cantidad comprendida entre los limites — £, + e. Sea ahora 
h + n -x. 


La ecuacion anterior devendra 


(4) 

y se concluira 

(5) 


fix) 

Ah) 


= k + a, 


[/(*)]*-[/(*)]*(* + a) 1 '*- 


Ademas, para hacer crecer indefinidamente el valor dcx, bastara con 
hacer crecer indefinidamente al numero entero n, sin cambiar el valor de 
h. Supongamos, en consecuencia, que en la ecuacion (5) se considera a 
h como una cantidad constante, y x como una cantidad variable que 
converge al limite co. Las cantidades 

incluidas en el segundo miembro, convergeran al limite 1, y el segundo 
miembro mismo convergera a un limite de la forma 

k + a, 

donde a siempre esta comprendida entre — £ y + 6. En consecuencia, la 
expresidn ^ 

[Ah)f 


tendra por limite a una cantidad comprendida entre k — Eyk + E. Esta 
conclusidn debera subsistir, no importa cuan pequeno sea del numero 
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e, resulta asi que el limite en cuesti6n sera precisamente la cantidad k. En 
otras palabras, se tendra 

(6) = k = 

f(x) 

Supongamos, en segundo lugar, a la cantidad k infmita, es decir, 
puesto que esta cantidad es positiva, k = oo, A1 designar ahora por H a 
un numero tan grande como se quiera, se podra siempre atribuir al 
numero h un valor suficientemente grande para que, si x es igual o 
superior a h, la raz6n 

/(*+!) 

fix) * 

que converge al limite oo, sea constantemente mayor que H. Al razonar 
como lo hemos venido haciendo anterior men te, se establece la fdrmula 

’ /(* + ») 
f{b) 

Si ahora se pone h + n = x, se encontrara, en lugar de la ecuacibn (5), 
la siguiente fdrmula 

de la cual se concluira, al hacer converger* al limite oo , 

i 

lim[f(x)]*>H. 

El limite de la expresidn 

C/C*)]* 


>H. 


sera mayor que el numero H, por grande que este sea. Este limite, mayor 
a todo numero asignable, no puede ser sino el infinito positivo. 

Nota. Podriamos facilmente demostrar la ecuacion (6), al buscar por 
el teorema 1 el limite al que converge el logaritmo 




y pasando de nuevo de los logaritmos a los numeros. 
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Corolario 1. Para dar una aplicacidn del teorema 2, supongamos 
/(*) = x; 

se tendra 



y en consecuencia, al pasar a los limites, 
k= 1. 

Ast, si se hace crecer indefinidamente a la variable x, la funci6n 
x 5 

convergent al Umite 1. 

Corolario 2. Sea, en segundo lugar, 


f(x) = ax n + bS~ l + cjf~ 2 + -' = P, 
de tal modo que P designe a un polinomio en x de grado n. Se encontrara 



y, al pasar al limite, 

k=* = \. 
a 

! 

Si entonces Prepresenta a un polinomio entero cualquiera, P* tendra 
por limite 1. 

Corolario 3. Sea en fin 

f(x)~L(x). 

Se encontrara 
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/Tx+n ^ £.(*+n _ L *** + z ' 1 + X j 1 l + X 
f(x) L(x) ~ L(x) _1+ L(x) 
y, pasanso al limite, 

*= 1 . 

En consecuencia [ L, ( x ) ]* tiene tambien como limite a la unidad. 

Los teoremas 1 y 2 subsisten claramente en el caso en el que se 
considera que la variable x adquiere s61o valores enteros. En efecto, para 
hacer aplicables a estos casos particulares las demostraciones que 
acabamos de dar de los dos teoremas, basta concebir que la cantidad 
designada por h en cada una de esas demostraciones, deviene un numero 
entero muy grande. Si, en el mismo caso, se representan los valores 
sucesivos de la funcion/(x) correspondientes a las diversos valores 
enteros dex, a saber, 

/ 0 ),/( 2 ),/( 3 )./(«), 

por 

A\ t Az, Ai, ... An , 

se obtienen en lugar de los teoremas 1 y 2 las proposiciones siguientes 12 . 
Teorema 3. Si la sucesion de cantidades 

At, Ai, Ai, ... A n , ... 

es tel que la diferenda entre dos lerminos consecutivos de esta sucesion , a saber, 
An + 1 “ An, 

converge constantemente, para valores credences de n, al limitefijoA, la razon 

An 

n 

convergerd al mismo tiempo al mismo limite. 


Ademas de los teoremas 3 y 4 que se deducen a continuaci6n, Cauchy introduce 
implicitamente la deftnici6n del limite de una sucesidn. Este es, en efecto, un caso particular 
del limite de una funci6n cuya variable recorre a la sucesion de los nutneros naturales. 
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Teorcma 4. Si la suasion de numeros 

A \, Ai, Ai , ... An , 

es tal que la razon entre dos terminos conseculivos, a saber, 

Att +1 
An 

converge constantemenle, para valores credentes de n, al UmitefijoA, la expresion 

(A)* 

convergent al mismo tiempo al mismo limite. 

Para mostrar una aplicaci6n del ultimo teorema, supongamos 
A n = 1 - 2- 3... n. 

La sucesidn A\, Ai,... devendra 

1, 1 • 2, 1-2-3 . 1 - 2 - 3 ... (»- 1 )». 

y la raz6n entre dos terminos consecutivos de la misma sucesion, a saber 

A n + 1 _ 1 • 2- 3 ... n ( n + 1 ) | j 

A n 1-2-3... n 

converged evidentemente, para valores crecientes de n, al limite *>. En 
consecuencia, la expresion 

(A)”=(l'2-3...«)* 

convergera al mismo limite. 

Por el contrario, se encontrara que la expresion 



converge, para los valores crecientes de n, al limite cero. 

Con ayuda de los teoremas 1 y 2, podemos con frecuencia, determi- 
nar el valor singular que recibe una funcibn compuesta de la variable x, 
mientras que esta variable se desvanece. Asi, por ejemplo, si se quiere 
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obtener el valor singular de a*, que corresponde a X= 0, bastara buscar el 
limit* al cual converge, para valores crecientes de x> la expresidn 

= A- Este limite, en virtud del teorema 2 (corolario 1), es igual a 

la unidad. 

Igualmente se concluira del teorema 1 (corolario 1) que la funcidn 
xL(x) 

se anula junto con la variable x 

Cuando los dos termmos de una fraction son cantidades infinitamente 
pequenas, cuyos valores numericos decrecen indefinidamente con aquellos de la 
variable a, el valor singular que retibe esta fraction, para a = 0, podra ser tanto 
fimta, como nula o infinita. En efecto, designemos por k , k' a dos 
constantes finitas que no sean nulas, y por e , e' a dos numeros variables 
que convergen con a al limite cero. Dos infinitamente pequenos, uno de 
orden n , el otro de orden n', podran ser representados respectivamente por 

*a*(l±6), K 

y su raz6n, a saber, 

Ka*{l±e) _g l±e' a *-„ 1 ±e' 1 
k l±e k l±c 

tendra evidentemente por limite 

K 

% si se supone n - n, 

0, si se supone n' > n, 

±oo, si se supone n' < n . 

Se probara igualmente que el limite al cual converge la razon de dos 
cantidades infinitamente grandes, mientras que sus valores numericos crecen 
indefinidamente junto con el de una misma variable x, puede ser nulo, finito o 
infinito. Pero este limite tiene un signo determinado, siempre igual al 
producto de los signos de las dos cantidades que se consideran. 

Entre las fracciones cuyos dos terminos convergen con la variable 
a al limite cero, se debe considerar a la siguiente 
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f(x + a)-f(x) ' 
a 

siempre que se atribuya a la variable xun valor en cuya vecindad la fiindbn 
f(x) permanececontinua. Enefecto,bajoesta hipbtesis,ladiferencia 

f(x+a)-f(x) 

es una cantidad infinitamente pequena. Podemos tambien senalar que es, 
en general, un infinitamente pequeno de primer orden, de modo que la 
raz6n 

f(x + a)-f(x) 
a 

converge ordinariamente, mientras que el valor numerico de a disminuye, 
hacia un limite finito diferente de cero. Este limite sera, por ejemplo, 

2x , sisetoma f(x)-^ 


Y 




si se toma f(x) = 


a 

x ‘ 


En el caso particular en el que se supone x - 0, la raz6n 

f(x+a)-Ax) 

a 


se reducira a esta otra 

r(g)-/(Q) 

a 

Entre las razones de esta ultima especie, nos limitaremos aqui a considerar 
la siguiente 

sen a 
a 

Como se puede poner bajo la forma 

sen ( - a ) 

- a 

su limite permanecera igual, cualquiera que sea el signo de a. Dicho esto, 
concibamos ahora que el angulo a recibe un valor positivo muy pequeno. 
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La cuerda del angulo doble 2 a esta representada por 2 sen a, se tendra 
evidentemente 2 a > 2 sen a, y en consecuencia 

a > sen a. 

Ademas, la suma de las tangentes tornados en los extremos del angulo 
2 a estan representadas por 2 tan a, y forman una porcion de poligono 
que envuelve a este angulo, se tendra tambien 2 tan a > 2 a, y, en 
consecuencia, 

tan a > a . 

A1 reunir las dos formulas que acabamos de establecer, se encontrara 
sen a < a < tan a ; 
y, al sustituir por tan a su valor, 


y en consecuencia 


sen a < a < - 


1 < 

1 > 


sen a cos a 
sen a 


Asi, mientras que a disminuye, cos a converge al Hmite 1: y sera lo 
mismo, a fortiori para la razon S ^” a , comprendida siempre entre 1 y cos 
a; de modo que se tendra 


( 7 ) 


Como la busqueda de los ltmites a los cuales convergen las razones 
f(x + a)-f(x) f(a)-f( 0) . . 

a » , es uno de los principals objetos 

del calculo infinitesimal, no nos ocuparemos mas de ellos 13 . 


Esta es la unica mention que Cauchy hace de la derivada en el Andlisis Algebraico. El 
estudio detallado de estos limites se lleva a cabo en las Lecciona del Calculo Infinitesimal. 
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Nos queda examinar los valores singulares de las funciones de varias 
variables. Algunas veces esos valores estan completamente determinados, 
y son independientes de las relaciones que se podrian establecer entre las 
variables. Asi, por ejemplo, si se designan por 

a, p, x, y 

cuatro variables positivas, de las cuales las dos primeras convergen al 
limite cero, y las dos ultimas al limite oo, se vera sin dificultad que las 
exp res i ones 

a P , x,. f. j. *>. *> 

tienen por limites respectivos 

0, co, 0, oo, 0, oo. 

Pero con frecuencia el valor singular de una funci6n de varias 
variables no puede determinarse por completo salvo en el caso particular 
en que, al hacer converger esas variables a sus limites respectivos, se 
establezcan entre ellas ciertas relaciones; y mientras que esas relaciones 
no est£n fijadas, el valor singular del que se trata es una cantidad 
totalmente indeterminada, o sujeta solamente a permanecer com- 
prendida entre limites conocidos. Asi, como se ha senalado anterior- 
mente, el valor singular al que se reduce la razbn de dos variables 
infmitamente pequenas, en el caso en que cada una de esas variables se 
anule, puede ser una cantidad finita, nula o infinita. En otras palabras, 
este valor singular estara completamente indeterminado. Si, en lugar de 
dos variables infmitamente pequenas, se consideran dos variables infini- 
tamente grandes, se encontrara que la razbn de estas ultimas converge a 
un limite arbitrario, positivo o negativo segun que las dos variables sean 
del mismo signo o de signo contrario, mientras que sus valores numericos 
crecen indefinidamente. Es tambien facil asegurar que el producto de una 
variable infmitamente pequena por una variable infmitamente grande 
tiene como limite una cantidad completamente indeterminada. 

A fin de presentar una ultima aplicaci6n de los principios que 
acabamos de establecer, busquemos que valores hay que atribuir a las 
variables x yy para que el valor de la funcion 

i 

J ' 5 
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sea indeterminado. Si se designa por A a un numero mayor a la unidad, 
y por L a la caracteristica de los logaritmos en un sistema cuya base es 
A t se tendra evidentemente 

y=A L ^\ 

y en consecuencia 

I kill 

y x =A x . 

Ahora bien, es claro que la expresibn 

kill 
A x . 

convergera a un limite indeterminado cuando la razbn 

L(x) 

x 

converja ella misma a un limite semejante, lo que sucedera en dos casos 
diferentes; a saber, 1- cuando L (y ) yxsean dos cantidades infinitamente 
pequenas, es decir, cuando x y y tengan como Hmites respectivos 0 y 1. 
2 2 cuando L (y ) yx sean dos cantidades infinitamente grandes, es decir, 
cuandoxtenga un limite infinitoy y tenga como limite 0 ooo. Es prudente 
observar que, en un caso y en otro, el limite indeterminado de la expresibn 

kill 1 

A x ~y x 

sera necesariamente positivo. Puede suceder que este limite deba estar 
comprendido entre los valores extremos 0 y 1, o bien entre los siguientes, 
1 e oo. Concibamos, por ejemplo, que cada una de las variables x yy 
converja al limite oo. En este caso, al ser el limite de la razon 

L{x) 

x 

. , I U>) 

unacantidad positivacualquiera, e\dcy x =A x no podra ser sino una 
cantidad intermedia entre 1 e oo. Este valor intermedio sera indetermi¬ 
nado, en tan to no se establezca entre las variables infinitamente grandes 
x yy una relacibn particular. Pero si se supone 
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W(*). 

en donde/( x ) designa a una funcion que crece indefinidamente con la 
variable x, entonces el valor intermedio del que se trata, que no es otra 
cosa sino el limite de 

[/(x))K 

tendra un valor determinado, que se podra calcular con ayuda del 
teorema 2. , 

Si, en lugar de la funding 1 , se hubiera considerado a la siguiente 


se habria encontrado que esta ultima deviene indeterminada, l c cuando 
la variable y converge al limite 1, y la variable x a — a> 6 a + °o; 2 s cuando 
la variable * tiene al cero por limite, yy converge a cero o al infinito 
positivo. 

Algunas veces se encuentran en el calculo expresiones singulares que 
no pueden ser consideradas mas que como llmites a los que convergen 
funciones de varias variables, mientras que esas mismas variables devienen 
infinitamente pequenas o infinitamente grandes, o, mas generalmente, 
convergen a llmites fijos. Tales son, por ejemplo, las expresiones 

0 co ,oo 

0x0. —, ooxoo, —, Oxoo, 0 , 1 . 

0 oo 

entre las cuales se deben ver a las dos primeras como los limites a los que 
convergen el producto y el cociente de dos variables infinitamente 
pequenas, las dos siguientes como los llmites del producto y del cociente 
de dos variables infinitamente grandes. Si se consideran en particular las 
expresiones singulares que producen las funciones 

x+y, xy, /, j*. 

se encontrara que cuando las variables permanecen independientes, los 
valores de esas mismas expresiones, pueden ser facilmente fijados por 
medio de las equivalencias precedentes. Las ecuaciones que serviran a 
determinar esos valores seran respectivamente 
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para la (unci6n 


x+y 

oo + co = oo, oo — oo = M (( — oo f + oo ) ); 

xy 

Ox 0 = 0, Oxoo = Ox-oo = Af{(-co > + oo)), 

X 

2--L.0. 

y 


/ 

r o°=oo°=Af((o > «>)), o*=«-*=o, 

1- <f“ = ®“ = co, 1®= 1 -co ssAf(( 0,00 )); 

i 

/" 0® =ooo = 06®, 0® = = AT ( ( 0, 1 )) , 

yFZ = oo s = Af ( ( !,«>)), lo=Af((0,oo)), 



Ill 


(Capttulo IV) 


Determination de las funciones enteras 
a partir de un cierto numero de valores 
particulares que suponemos conocidos 
Aplicaciones 


§1. Investigation de las funciones enteras 
de una sola variable para las cuales 
se conoce un cierto numero 
de valores particulares 

Determinar una funcibn cuando un cierto numero de valores 
particulares se suponen conocidos, es lo que llamamos intcrpolar. Cuando 
se trata de una funci6n de una o de dos variables, esta funci6n puede 
considerarse como la ordenada de una curva o de una superficie, y el 
problema de la interpolation consiste en fijar el valor general de esta 
ordenada dado un cierto numero de valores particulares; es decir, a hacer 
pasar la curva o la superficie por un cierto numero de puntos. Este 
problema puede resolverse de una infinidad de maneras, y en general el 
problema de la interpolacion es indeterminado. De cualquier forma la 
indeterminaci6n termina si al conocimiento de los valores particulares 
de la funci6n buscada se anade la condicibn expresa de que esta funcibn 


1 El §3 de este capitulo, dcdicado a las aplicaciones de las determinaeiones de las funciones 
enteras, no esta induido en nuestra edici6n. 
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sea entera y de un grado tal que el numero de sus t£rminos sea igua! al 
numero de valores particulares dados 2 . 

Supongamos, para fijar las ideas, que se consideran primero las 
funciones enteras de una sola variable x. Se establecera facilmente para 
ellas las siguientes proposiciones. 

Tcorema 1. Si unajuncion entera de la variable xse anulapara un valor 
particular de esta variable, por ejemplo para x = x<>, ella sera divisible algebrai- 
camente por x — Xq. 

Teorema 2. Si unajuncion entera de la variable xse anula para cada uno 
de los valores de x comprendidos en la sucesion 

*i,X\ ,xi,... x„-i, 

en donde n designa a un numero entero cualquiera, ella sera necesaria- 
mente divisible por el producto 


El problema de la interpoIaci6n es un tema ya conocido para esta epoca. AI restringirse 
al caso en el que se trata de determinar a una funci6n entera a partir de un cierto numero 
finito de puntos, Cauchy retoma el problema de encontrar a un polinomio a partir de un 
cierto numero de valores, o bien el problema de encontrar a una cum que pase por un 
cicrto numero de puntos. 

El problema de encontrar a una c6nica que pase por tres puntos es conocido desde la 
antigtiedad, pero es a partir del siglo XVII que se presents el problema de la interpolacibn 
para un polinomio, sin duda con el prop6sito de encontrar una aproximaci6n polinomial 
para cierto tipo de funciones trascendentes, como la funcion logaritmica. Dos momentos 
importantes para este problema lo constituyen el calculo de Newton de un polinomio de 
grado n a partir de ( n+ 1 ) puntos y el establecimiento de la formula de interpolaci6n dada 
por Lagrange: si se quiere encontrar un polinomio u de grado n que para el valor xj de la 
inc6gnita toma el valor «,, se tiene 

u i x ')~^ u kPn,k{x)\e n donde se tiene que 


Ph l( j) - — ( x-xj-i )Q-jg + i ),,, (x- + i ) 

(xt-Xn + l) 

yPn,k(xj) = 8ti= = ‘ 

10 si k * » 

3 Los teoremas 1 y 2 se encuentran mtimamente vinculados con el problema de encontrar 
las ralces de un polinomio o bien los valores para los cuales una funcion entera se anula; 
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Sean ahora <p (x) y y (x) dos funciones enteras de la variable x, 
ambas de grado n - 1, y que son iguales entre si para cada uno de los n 
valores particulares de x comprendidos en la sucesidn Xo, x \, xi , x,_i. 


sin ambargo Cauchy los consider aqui dc mancra independiente a la prueba de la existence 
de dichas raices - prueba vinculada con el teorema fundamental del algebra- . 

En 1629 Albert Girard enunciaba en su Invention nouvtllt en lAlgebre que todas las 
ecuaciones del algebra reciben tantas soluciones com'o lo denota la denommacibn de su 
mayor potencia”. Sobre esta misma linea de pensamiento, Rene Descartes asegura en el tercer 
libro de La Geometrie que “en cada ecuacibn puede haber tantas raices Como el numero de 
dimensiones de la incognita” (es dedr, el grado de la ecuacibn). Descartes analna en SCgUida 
un ejemplo precise: si se supone * = 2 y x = 3, se obtienen dos ecuac.ones ( * - 2 ) = €I y 
(x-3)=0, y al multiplicarlas se obtiene una ecuacibn de segundo grado 
x^-5x+6 = 0 que acepta como raices precisamente a los valores * = 2 y X = 3 . De esto 
vemos, continua Descartes, que la suma de una ecuacibn que contiene varias raices siempre 
puede dividirse por un binomio compuesto de la cantidad desconocida menos el valor de 
una de esas raices, cualquiera que esta sea. Por este medio podemos disminuir a su dimensibn. 
Reciprocamcnte, si la suma de una ecuacibn no puede ser dividida por un binomio 
compuesto de la cantidad desconocida menos una cierta cantidad. entonces podemos dear 
que esta cantidad no es igual al valor de ninguna de las raices . 

Es importante senalar que los dos teorema aqui presentados sin dcmostracibn, seran 
enunciados para el caso mas general de funciones enteras “imaginanas (es dear, funciones 
de variable compleja) en el capitulo VIII del Cours d’Amiyu y para los cuales Cauchy si da 
una dcmostracibn. La prueba para la generalizacion del teorema l al caso imagmario es 


la siguiente: , ,— , , r~. s 2 

“Sea©(x) = (flo + ^V^i )+(ai + b ] 'P 1 ) x + (az+bztt )x+.... 

"Para que la funcibn to(x) se anule con * es necesano que se tenga 
(ao+ b<> = 0; en cuyo caso se dene to(*)-(«i + M-l ) * 

+ (ai + h'Pl )J + ...=x[(a l + htt )+(* + fc>M )* + ...]. Asi, todafbn- 
cion imaginaria y entera de la variable or, cuando se anula junto con esta variable, es el 
producto del factor* multiplicado por una segunda funcibn de la misma especie; dicho en 
otras palabras, es divisible por*. A partir de esta observacibn se pueden extender fccilmente 
los teoremas 1 y 2 del capitulo IV (§1) al caso en el que las funciones enteras sean tambien 
imaginarias. Podemos decir que esos dos teoremas subsisten si es que se reemplazan los 

valores particulares y reales atribuidos a la variable*, talescomo*o,*i,*i.por los valores 

imaginarios cto + Po^ . a. + P.V^l . a 2 + P2>Pl . Para probar esta af.rmac.6n 
basta establecer: 

“Teorema 1. Si una fundon imaginaria y entera de la variable x se anula para un valor 
particular de esta variable x, por ejemplo para * = do + poN-l. esta funcidn serd divisible por 

*-ao+PoV^"l • . 

“Dcmostracibn. Sea en efecto to (x ) = <p (*) « X ( * )^ l » func,6n ^ag.naria de la 
que se trata. Si se hacc * = a 0 + poV^l + X «i donde z designa a una nueva variable, se 
obtiene claramente como resuludo de la sustitucibn, una funcibn imaginaria y entera de z, 
a saber © ( Oto + po^T 1 ! + z ), y como esta funcibn de z se anula para z = 0, se concluye 
que to ( * ) = to ( a<> + PoV^l + z ) es divisible por z = * - cto - PoiV-1. 

“Esta proposicion subsiste aun en el caso en el que la funcibn X ( x ) se ar, T e; cs 
en el caso en el que o> ( x) se reduzca a la funcibn real <p ( x ). Esta proposicibn subsiste 
tambien cuando se supone po = 0, y en consecuencia cuando el valor particular atnbuido 
a la variable * es real". 
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Afirmamos que esas dos funciones seran identicamente iguales, es decir, 
que se tendra, para cualquierx, 

(p(x) = vj/(x); 

ya que si esta igualdad no tuviera lugar, se encontraria que la diferencia 

v(*)-<p(*) 

es un polinomio entero cuyo grado no rebasaria a pero que, al 
anularse para cada uno de los valores de * arriba mencionados, seria sin 
embargo divisible por el producto 

es decir, por un polinomio de grado », lo que es absurdo. Estariamos asi 
seguros a fortiori de la igualdad absoluta de las dos funciones tp (x) y 
V|/ ( x ), si supieramos que son iguales para un numero de valores 
superiores a n. Podemos asi enunciar el siguiente teorema. 

Teorema 3. St dos funciones enteras de la variable x son iguales para un 
numero de valores de esta variable superior al grado de cada una de las dos 
funciones, ellas seran identicamente iguales, cualquiera que sea x 4 . 

Deducimos como corolario este otro teorema: 

Teorema 4. Dos funciones enteras de la variable x son identicamente iguales 
siempre que scan iguales para valores enter os cualesquiera de esta variable o para 
todos los valores enteros que rebasen un limite dado. 

En ese caso, en efecto, el numero de valores dex, para los cuales las 
dos funciones devienen iguales, es indefinido. 


A partir del argumento dado por Cauchy, este teorema permitira asegurar lo que ya 
afirmaban Girard y Descartes ( Cfr : nota anterior), a saber, que un polinomio de grado n no 
podri tener mis de n raices. Debcmos insistir de nuevo en que Cauchy trata estos resultados 
como parte del problema general de determinar a una funci6n a partir de un numero dado 
de valores; problema cuyos origenes geom&ricos ya hemos mencionado, y que en el contexto 
del Com dAnalyu presenta en este capltulo IV un antecedente de lo que sera el problema 
central del capltulo V: la determinaci6n de una funci6n a partir de la “ecuacion” que ella 
debe satisfacer (la solud6n de una ecuaci6n fimcional). Por lo pronto, el problema de la 
interpolacion prepara el camino para el calculo de cicrtas funciones a partir de ciertas 
condiciones y Cauchy lo resuelve aqul para el caso de las funciones enteras, pero no es aim 
el estudio de lo que sera mas adelante la demostracidn del teorema fundamental del algebra. 
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Se sigue del teorema 3 que una funcion entera u de grado n - 1 estara 
completamente determinada si se conocen sus valores particulares 


correspondientes a los valores 

Xo,Xl,X2y... x n -1 

de la variable x. Busquemos bajo esta hipdtesis el valor general de la 
funci 6 n u. Si suponemos primero que los valores particulares #o, «i» 
... se reducen todos a cero, con excepcidn del primero u 0 , la 
funci 6 n u, en tanto que se debe anular para x — Xt,x~X2,... en fin, para 
x = x„-u sera divisible por el producto 

(x-xi ){x-Xi)... (x-x n -\)> 
y sera en consecuencia de la forma 

U = k(x-X\)(x-Xi) ... (x-Xn-l), 

k no puede ser sino una cantidad constante. Ademas, como u debe 
reducirse a uo para x ~ Aft, se concluira 

#0 = )( Jfij-ai) ... 

y en consecuencia 

(*-*i )(JC-JC2>... {x-X„-\) 

H — U{) v - - f ' f . 

( Aft-*i )(*&-•%)•■■ (Aft-Aft-i) 

Igualmente, si los valores particulares u 0 , U \, #2 . • • -1 se reducen 

todos a cero, con excepcion del segundo «], se encontrara 

_ (af-Aft)(jc-Af 2 )... (x-x*-\) 

U Ul (x\-Xq)(Xi-X 2)... (Xl-X„-2) 


En fin, si ellas se reducen todas a cero, con excepcion de la tiltima 
«* _ i, se encontrara 


(x-jft)(x-xi)... (x-Xn - 2 ) 

U "~ l (x»-i — XO)(- 1 -X\ )... (x.-l -X„-2 ) 
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A1 reducir los diversos valores de u correspondientes a las diversas 
hip6tesis que acabamos de establecer, se obtendra como suma un poli- 
nomio en x de grado n- 1, que tendra evidentemente la propiedad de 
reducirse a «o para x = xa, a Ui para x = Xi,... a u„ _1 para x = x a -\. Ese 
polinomio sera pues el valor general de u que resuelve el problema 
planteado, de modo que este valor general se encontrara determinado 
por la f6rmula 

^ ... 

(*>-*!)(*&“**)••■ (aa>-x;-i) 

, Ul (x-x 0 )(x~x 2 )... (x-X'-i) 

( 1 ) (X\-Xo)(Xx-Xi)... (xt-Xn- 2 ) 


+ Mm _ x _ (*-*>)(*-*!)... (x-Xn-i) 5 

Si, al designar por a a una cantidad constante, se reemplazan en la 
fbrmula (1) la funcion « por la funcibn « - a, que claramente sera del 
mismo grado, y los valores particulares de u por los valores particulares 
de u - a, se obtendra la ecuacibn 


u-a = (uv~a) 


(x- x l )(x-x 2 )... (x-x,-i) 

(xc-Xi)(Xo-X Z )„. (XQ-X'^i ) 


I ( Ul u , (x-Xo)(x-xi).,.(x-x,- 1) 
(2) (*1 -X 2 )... (xi -x„-i ) 


+ (X-X.-2) 

(x„-l-XQ)(x m -i-Xi) ... (x„-i -Xn-l)* 

y, al comparar esta ecuacion con la fbrmula (1), se encontrara la siguiente 


5 Esta f6rmula dc intcrpolaci6n, que permitc cncontrar a la funci6n entera que toma los 

valores «o para x = acq, »i para x~x\ . u K -i para x = x H - 1 , coincide con la fbrmula de 

Lagrange. 
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1 _ (x-x„-i) 

(JCB-JCI (xo ~ X, - 1 ) 

(x-x<>)(x-x 2 )... (x-Xn-l ) 
(3) (x,-jfio)(xi-x 2 )... (xi-x„-i) 


+ (x-xg)(x-xi)... (x-Xn- 2 ) 

(x#-i-Xo)(x,-1-Xj )... (X.-1-X.-2) 

Esta ultima ecuacion es identica, y permanece valida, no importa 
cual sea el valor de x . 

Las ecuaciones (1) y (2) pueden servir ambas para resolver, para las 
funciones enteras, el problema de la interpolation; pero conviene en 
general para este objetivo utilizar la ecuacion (2), visto que se pueda hacer 
desaparecer uno de los terminos del segundo miembro al tomar la 
constante a igual a una de las cantidades 

uo, Ul , uz, ■ ■ ■ Un- i. 

Supongamos, por ejemplo, que se tratara de hacer pasar una recta por 
dos puntos dados. Designemos porxo, jo las coordenadas rectangulares del 
primer punto, por x x ,y x las del segundo, y por y la ordenada variable de la 
recta. Al reemplazar en la formula (2) la letra u por la letra y despues al 
hacer n - 1 y a =yo, se encontrara para la ecuacion de la recta 


, . x-Xo 

(4) y -yo = (yi -yo ) ■ 

Supongamos, en segundo lugar, que se tratara de hacer pasar por tres 
puntos dados una parabola cuyo eje sea paralelo al eje de las_y. Nombremos 


xiyyu xzyy z , xi yy h 

las coordenadas rectangulares de los tres puntos. Sea ademasj> la ordenada 
variable de la parabola. Al reemplazar, en la formula (2), la letra « por la 
letra y, y al hacer n = 2 y a =ji, se encontrara para la ecuacion de la 
parabola 


y-yi=(yo-yi) 


(X~Xi)( X-Xz) 
(xo-xi )(xb-x 2 ) 


( 5 ) 
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o, lo que es lo mismo 

(6) x — x\ 

y -yi =- 

Xi~Xq 


(yo -y \) 


X~X2 v X-Xi> ^ 

:- + (yi-yi) - . 

Xi-xo X 2 -Xi J 


Cuando en la ccuaci6n (1) se toma u — ^ (m designa a un numero 
entcro menor a »), los valores particulares de u representados por 


«o» «i» »2 » 

se reducen evidentemente a 


xS,Xt ,X2 >... x "~j . 

Tenemos pues, para los valores enteros de m que no rebasen a n - 1, 

(x-xi)(x-X2)...(x-x„- l ) 
(xd-xi)(xo-X2)... (xa-x„.i) 
l £ (X-Mj)(x-X 2 )... (X-X H .\) 

(7) (*k-Jfb)0 1 ) 


+ t _ L* Xo) (x X\) ... (x Xn-2 ) 

(jfi.-!-**>)( *^-1 “**)••• (x„-i-X„-2) 


Esta ultima formula comprende como caso particular a la ecuacibn 
(3). Ademas, si observamos que cada potencia de x, y en particular la 
potencia x? ~ *, debe necesariamente tener el mismo coeficiente en los dos 
miembros de la f6rmula (7), se encontrara 
l 9 A1 suponer m < n - 1, 


o=- 


__ $_ _ 

(xi-Xb)(xi -x 2 )... (xi ) 


+ 




Xn - | _ 

-Xl).., ( Xn-l —Xn-2 ) 


( 8 ) 
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2 2 A1 suponer m-n~\ 
1 = 


(9) 


(Xb — JCl)(jC50“-^2) — (X0“X B -l) 

it -1 

_ X\ _ 

( X-1 — Xo ) ( XTi — X 2 ) ... ( JCl — x, _ 1 ) 

.. 

(36.-1 )"' 


~x 2 )... ( Xn-\-Xn-l ) 

Es bueno senalar que la formula (8) subsiste en el caso mismo en el 
que se supone m = 0, y deviene entonces 

_1_ 

(jbq - xtj ) ( xb — *2)... ( xo - x „- i ) 

1_ 


( 10 ) 


(*1 -*2) “ 


(ar„-l-JCo)(x»^I-Xl)... (Xn-l-Xn-l) 


§ 2 . Determination de funciones enteras de varias 
variables a traves de un cierto numero de valores 
particulares que se suponen conocidos 

Los metodos por medio de los cuales se determinan las funciones de 
una sola variable, a traves de un cierto numero de valores particulares 
conocidos, pueden extenderse facilmente, como lo veremos, a las funcio¬ 
nes de varias variables. 

Consideremos primero, para fijar nuestras ideas, funciones de dos 
variables x yy. Sean 9 ( x,y ), \|> ( x t y ) dos funciones de este tipo y ambas 
de grado n - 1 respecto de cada una de las variables. Supongamos que 
estas funciones son iguales siempre que al atribuirle a la variable* alguno 
de los valores particulares 
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Xo, Xi, Xl, ... X„-\ 

se atribuya al mismo tiempo a la variable y uno de los siguientes 

yo. yi. jn, ••• y*-\ 

9 ( xo .y ), V|/ ( xo.y ) seran dos funciones de la variable j que seran iguales 
entre si para n valores particulares de esta variable. En consecuencia {en 
virtud del teorema 3, §1), esas dos funciones seran iguales para cualquier 
y. Se tendra entonces 

<p(xo.y) = y(xo t y). 

Se encontrara igualmente 

<P ( xi,y ) = v|/ ( xi,y ), 


De hecho, los primeros miembros de las n ecuaciones anteriores son 
valores particulares de la funcidn cp ( x,y ) en el caso en el que se considere 
que s61o la x es variable. Los segundos miembros representan valores 
particulares correspondientes de la fiinci6n \j / ( x,y ). Las dos funciones 

V(x,y) 

son iguales, para n valores particulares de x, si se le atribuye a y un valor 
constante arbitrario. Pero como ambas son de grado n - 1 respecto a x % 
resulta que permaneceran iguales, no s61o para un valor cualquiera 
atribuido a la variable y, sino tambien para un valor cualquiera de x. Se 
tendra entonces la certeza, a fortiori, de la igualdad absoluta de las dos 
funciones cp ( x,y ), \p ( x,y ), si es que son iguales cuando los valores de 
las variables x yy se tomen, respectivamente, en dos sucesiones com- 
puestas cada una de n terminos diferentes. Se puede as! enunciar la 
siguiente proposicion. 

Teorema 1. Si dos funciones enteras de las variablesx,y, son iguales siempre 
que los valores de esas dos variables se tomen de dos sucesiones con un numero de 
terminos mayor que el mas grande exponente dexy dey en esas funciones, entonces 
elks seran idbiticas. 
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Se deduce, como corolario de este, otro teorema: 

Teorema 2. Dos Jundones enteros de las variables x, y, son idmticamente 
iguales siempre que lo sean para valores enter os cualesquiera de estas variables, o 
bien para todos los valores enteros que rebasen un cierto limite dado. 

En ese caso, en efecto, el ntimero de valores dexy dty para los cuales 
las dos funciones son iguales es indefinido. 

Se sigue del teorema 1 que si la funcion <p ( x t y ) se supone entera y 
de grado n — 1 respecto a cada una de las variables xyy, esta funcion 
estara completamente determinada en cuanto se conozcan sus valores 
particulares al tomar por valor dexa una de las cantidades 

Xo, *i, *2, ••• • 

y al mismo tiempo para la variable^ se tome a uno de los siguientes 


yo,yi, y*. >-»• 


Bajo la misma hipbtesis, el valor general de la funci6n podra 
deducirse facilmente a partir de la formula (1) del paragrafo anterior. En 
efecto, si se reemplaza en esta fbrmula u por cp ( x y y ), se obtendra 


( 1 ) 


<p(*>-y) = 
+ 


(x~ Xi)(x~ X 2 )... ( X — X, - ) ) 

( XO-Xi )(xo-Xl) ... (X()-X,-t ) 
(x-jft)(x-x 2 )... (x-X,-»J_ 
( Xi — Jfio ) ( Xi “ X 2 ) • • • (xi-x«-i) 




+ - p uy) . 

( X n — 1 Xo ) ( X*-1 “ X 2 ) •« ■ (x.-l-X„- 2 ) 

y se tendra ademas, al designar por m a uno de los numeros enteros 


1, 2, 3, ... n- 1, 
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^ y) = tr yx i( '""r "»-'> (**) 

(jo-jOCjo-ja)... (jo-j„-iK ^ 7 

+ O-y-t) , * 

(2) (Ji - Jo) (j! - yi )... (yi -j. _,) 9 71 ) 


( y- 1 - jo) ( y»- 1 -ji)... (j-1 -j„ - 2 ) 9 * * 

Se concluira de inmediato, de las dos ecuaciones anteriores, el valor 
genera! de <p fay). Se encontrara, por ejemplo, al suponer n~ 2, 

<P ( x > y ) = * ■ ^ ^ <p ( Xq, jo ) 

x*-x x jo-j, 

( 3 ) Xi-xo y 0 -yi 

+ £=a.i=a t( } 

*>-*i Ji —Jo 


+ *-*b J-Jo 
*t “*o Ji Jo 


<P ( Jfu Ji ) • 


Si se consideraran funciones de tres o mas variables se obtendnan 
resultados semejantes a los que hemos encontrado para funciones de dos 
variables. Se encontraria, por ejemplo, en lugar del teorema 2, la siguiente 
proposicibn: 


Teorema 3. Dos funciones enteras de varias variables :v,y, z,... son 
idbiticamente iguales siempre que lo sean para valores enter os cualesquiera de esas 
variables, o aun para todos los valores enteros que rebasen un limite dado. 




IV 


(Capttulo V) 


Determinacion de las funciones continuas 
de una sola variable adecuadas para verificai 
ciertas condiciones 


§1. Busqueda de una funcion continua formada de tal 
manera que dos funciones semejantes de cantidades 
variables, al ser anadidas o multiplicadas entre ellas, 
dan como suma o producto una funci6n semejante a la 
suma o producto de esas variables 

Cuando, en lugar de funciones enteras, se consideran funciones 
cualesquiera, de las cuales se deja la forma de manera enteramente 
arbitraria, no sera ya posible determinarlas a traves de un cierto numero 
de valores particulars, por grande que este sea. Pero sera posible hacerlo 
en algunos casos en los que se suponen conocidas ciertas propiedades 
generates de esas funciones. Por ejemplo, una funcibn continua de x, 
representada por cp ( x ), puede ser completamente determinada cuando 
se le pide verificar, para todos los posibles valores de las variables x,y, 
una de las siguientes ecuaciones 

(1) cp(x+^) = tp(^) + 9(^)* 

<P (*+j) = <P (^) x <P (J')* 


(2) 
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o bien, para todos los valores reales y positivos de las mismas variables, 
una de las dos ecuaciones siguientes 


(3) 

< p(*j') = <p(*) + <iPOO, 

(4) 



La solution de estas cuatro ecuaciones plantea cuatro problemas 
diferentes que trataremos uno por uno. 

Problema 1. Determinar a la fundon cj>(*), de manera tal que 
permanezca eon tin ua entre dos limites reales cualesquiera de la variable x, y que 
curnpla para todos los valores reales de las variables xy: 

(!) <p(*+.y) = 9(*) + <P (>)• 

Solucibn. Si en la ecuacion (1) se reemplaza sucesivamente_y por 
y + z por z se obtendra 

tp(*+jy + z+« + ... ) = <p(x) + <p(_y) + q>(z) + (p(#) + 1 . > , 

cualquiera que sea el numero de variables x t y t z,n... ; si ademas se 
designa por m a este numero, y por a a una constante positiva, y si se 
hace 

x=y = z= u = ... = a, 

la formula que acabamos de encontrar se voivera 
cp ( ma ) = mq> ( a ). 

Para extender esta ultima ecuacibn al caso en el que el nbmero entero 
m se encuentre reemplazado por un numero fraccionario o por otro 
numero arbitrario |i, se establecera, en primer lugar, 

n m 

en donde my n designan dos numeros enteros; y se concluira 
»P = «a, 

»<p(p) = »»<p(a). 
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cp(P) = <P^^ctJ = ”<p(cx); 

luego, al suponer que la fracci6n varia de manera que converja a un 
numero cualquiera p, y pasando al llmite, se encontrara 
cp (p a ) = p <p ( a ). 

Si ahora se toma a = 1, se tendra, para todos los valores positivos 
de |i , 

(5) (p ( p ) = P (p ( 1 ) 

y en consecuencia, al hacer converger a p al llmite cero, 
cp(0) = 0. 

Por otro lado, si en la ecuaci6n (1) se hacex = = - p, se concluira 

<p(-p)- ( p(o)-<p(p) = _ i it P(i)' 

La ecuaci6n (5) subsistira entonces, cuando se cambia p por-p . En 
otras palabras, se tendra, para cualquier valor positivo o negativo de la 
variable x, 

(6) cp(*)=xcp( !)• 

Se sigue de la f6rmula (6) que cualquier funci6n <p ( x ) que verifique 
la ecuacibn (1) y que pertenezca continua entre ciertos limites cualesquiera 
de la variable, es necesariamente de la forma 

(7) <p(x) = ax, 

en donde a designa a una cantidad constante, Veremos que la funcibn 
ax tendra las propiedades enunciadas, cualquiera que sea el valor de la 
constante a. En efecto, el producto ax es, entre dos limites cualesquiera 
de la variable x , una funcibn continua de esta variable; ademas, la 
suposicibn de que <p ( x ) = ax , transforma la ecuacibn (1) en esta otra 


1 Este procedimiento muestra claramentc c6mo cs que para Cauchy ya se encuentra presente 
la propiedad de que el subconjunto de numeros racionales es demo en el conjunto de 
numeros reales. Esta propiedad sera usada en los cuatro problemas. 
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a(x+y) = ax+ay t 

la cual evidentemente es identica. La fbrmula (7) da una solucion al 
problema planteado, sin importar cual sea el valor atribuido a la 
constante a. La facultad que se tiene de elegir de manera arbitraria a esta 
constante, le da el nombre de constante arbitraria . 

Problema 2. Determtnar lajuncidn (p (x), de manera que sea continua 
entre dos limites reales cualesquiera de la variable x, y que se tenga, para todos los 
valores reales de las variables x ,y ; 

( 2 ) <p (*+.?) = <p(*)*p GO. 

Solucion. Es facil asegurarsede que la funcibn cp (x), sujeta a verificar 
la ecuacion (2), no admite sino valores positivos. En efecto, si en la 
ecuacibn (2) se hace^ = *, se encontrara 

(p(2*)= [<p(x)f; 

luego escribiendo ^x en lugar dear se concluira 

La funci6n <p ( x ) es pues equivalente a un cuadrado, en consecuen- 
cia es siempre positiva. Una vez establecido 6sto, vamos a suponer que 
en la ecuacibn (2) reemplazamos sucesivamente^ por y + z, z por z + u 
... de ahi se concluira 

c ?(x+y + z+ u + ... ) = <p(x)q>(y)q>(z)(p(u)... , 

cualquiera que sea el numero de variables x ,y ,z, u ,.Si, ademas, se 
designa por m a este mismo numero y por a a una constante positiva, y 
si se hace 

x~y = z = u =... = a, 
la formula que acabamos de encontrar devendra 
<p(wa)=[(p(a)] w . 

Para extender esta ultima fbrmula al caso en el que numero entero 
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m se reemplaza por un ntimero fraccionario o por un numero 
cualquiera p, se hara, en primer lugar, 

P = 7a, 

donde my n designan dos numeros enteros; y se concluira 
n$ = m a , 

[q>(P)]" = [ ( P(a)f 
<P(P) = <P^f 1 a j=[q>(a)r; 

luego, al suponer que la fraccion — varia de manera que converge hacia 
un numero cualquiera ji , y pasando al Hmite, se encontrara 

<p(Ha) = [<P( a )P- 

Si ahora se toma a = 1, se tendra para todos los valores positivos de p 

W 9(H)=[9(1 )f 

y en consecuencia, al hacer converger p al Hmite cero, 
tp ( 0 ) = 1. 

Por otro lado, si en la ecuacion (2) se hacex = p t y = - p, se concluira 

La ecuaci6n (8) subsistira aunque se cambie p por — p. En otras 
palabras, se tendra para cualquier valor positivo o negativo de la variables 

« <p(*)=[»(i)P- 

Se sigue de la ecuacidn (9) que cualquier funcion <p ( x ) que resuelva 
el segundo problema es necesariamente de la forma 
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^ (p (x)=A*. 

En donde A designa a una constante positiva. Anadiremos que es 
posible atribuir a esta constante cualquier valor entre los Hmites Oeoo. 
En efecto, para todo valor positivo de A, la funcion A* permanece 
continua desde x = - oo hasta x ~ oo, y la ecuacion 

es una identidad. La cantidad^ es pues una constante arbitraria que solo 
admite valores positivos. 

Nota. Se podrla Ilegar de una manera muy simple a la ecuacion (9) 
de la siguiente manera. 

Si se toman los logaritmos de los dos miembros de la ecuacion (2) 
en un sistema cualquiera, se encontrara 

Lq>(x+y) = Ly(x) + L<p(jy); 
y se concluira (vease el problema 1) 

L<pO) = xZ,cp( 1 ) 

luego, al pasar nuevamente los logaritmos a numeros, 
<p(*)=[<p(l)f. 

Problema 3. Determinar la funcion tp ( x ) de tal manera que permanezca 
continua entre dos Hmites positivos cualesquiera de la variable x, y que se tenga 
para todos los valores positivos de las variables x ,y : 

(3) 9(*j0=<p(*) + <pG0. 

Solucidn. Serla facil aplicar a la solucion del problema 3 un metodo 
semejante a aquel que empleamos para resolver el primero; sin embargo 
llegaremos mas rapido a la solucion buscada al poner la ecuacidn (3), tal 
y como lo haremos, bajo una forma analoga a la de la ecuacidn (1), 

Si se designa pory4 a un numero cualquiera, yporLa la caracteristica 
de los logaritmos en el sistema de base^, se tendra, para todos los valores 
positivos de las variables x ,y : 

x=A L \ y=A L >, 
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de modo que la ecuacion (3) devendra 

<?(A Lx+L ’) = <?(A Lx ) + < 

Como, en esta ultima f6rmula, las cantidades variables Lx, Ly 
admiten cualquier valor positivo o negativo, resulta que se tendra, para 
todos los valores reales posibles de las variables x ,y : 

cp(^ + J') = (p(^) + cp(^). 

De ahi se concluira \vease el problema 1, ecuaci6n (6)] 

<p (A c )=xy(A l )=xq>(A) 

y en consecuencia 

(p(A Lx ) = (p(j4)Lx, 

o, lo que es lo mismo, 

(11) <p (x) = cp(A)Lx. 

De la ecuacibn (11) se sigue que cualquier funcion (|> ( x ), capaz de 
resolver el problema 3, es necesariamente de la forma 

(12) <p(x) = a L(x) 

donde a designan a una constante. Es prudente asegurarse tanto de que 
la constante a permanezca enteramente arbitraria, corao de que al elegir 
de manera conveniente el numero^, que es el mismo arbitrario, se pueda 
reducir a la unidad. 

Problema 4. Determinar la funcion <p ( x ) de tal manera que permanezca 
conlinua entre dos llmites positivos cualesquiera de la variable x,y que se tenga, 
para todos los valores positivos de las variables x,y: 

(4) 9 (*y) = <p(*)<P (.?)■ 

Solucion. Serla facil aplicar a la solucion del problema 4 un metodo 
similar a aquel empleado en la solucion del segundo. Pero se llegara mas 
rapido a la solucion buscada, si se observa que al designar por L a la 
caracteristica de los logaritmos en el sistema cuya base es A, es posible 
poner a la ecuaci6n (4) bajo la forma 
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Como en esta tiltima ecuaci6n las cantidades variables L(x ), 
L (y ), admiten cualquier valor positivo o negativo, resulta que se tendra, 
para todos Ios valores reales posibles de las variables x ,y : 

Se concluira [vease el problema 2, ecuacibn (9)] 

<P('0 = [<P('*)f 

y en consecuencia, 

o, lo que es lo mismo, 

(13) (p(x) = x L * ( *\ 

Resulta de la ecuacibn (13) que cualquier funcibn (p ( x ), capaz de 
resolver el problema 4, es necesariamente de la forma 

cp(a:) = / 

donde a designa una constante. Es prudente asegurarse de que esta 
constante debe permanecer enteramente arbitraria. 

Los cuatro valores de <p (jr ) que satisfacen respectivamente a las 
ecuaciones (1), (2), (3), (4), a saber, 

ax , A*’ a Lx, , 

tienen en comun, que cada una de ellas incluye una constante arbitraria a 
oA. Se debe concluir que hay una gran diferencia entre los problemas en 
Ios cuales se tratan de calcular los valores desconocidos de ciertas canti¬ 
dades, y Ios problemas en los cuales se propone descubrir la naturaleza 
desconocida de ciertas funciones segun las propiedades dadas. En efecto, 
en el primer caso, los valores de las cantidades desconocidas se encuentran 
finalmente expresados por medio de otras cantidades conocidas y determi- 
nadas, mientras que en el segundo caso las funciones desconocidas pueden, 
como vemos aqui, admitir en su expresibn constantes arbitrarias 2 . 


Cauchy intenta establecer aqui lo que a su juicio constituye la diferencia esencial entre 
una ecuaci6n algebraica y una ecuacion funcional. 
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§2. Bfisqueda de una funcion continua formada 
de tal manera que al multiplicar a dos funciones 
similares por cantidades variables, y al doblar 
el producto, se encuentra un resultado igual 
al que se obtiene si se suman las funciones 
similares con la suma y la diferencia 
de esas variables 


En cada uno de los problemas del paragrafo anterior, la ecuaci6n a 
resolver inclula, con la funcion desconocida <p ( x ), a otras dos funciones 
semejantes; a saber, <P {y ) y 9 ( x +y ) o (p ( xy ). Nos plantearemos 
ahora un nuevo problema del mismo estilo, pero en el cual la ecuaci6n 
de condici6n, que la funci6n (p(*) debe verificar, incluye cuatro 
funciones sempjantes en lugar de tres. He aqui en lo que consiste. 

Problema. Determinar la funaon (p ( *) de manera que permanezca 
continua entre dos limites reales cualesquiera de la variables xy que se tenga, para 
todos los valores reales de las variables x ,y : 

(1) 9 (jH-x) + q>(^-Jf) = 2q>(jf)q>(j»). 

Soluci6n. Si en la ecuaci6n (1) se hacea:= 0, se obtendra 


<P(0)=1. 


La funcion cp ( jc ) se reduce entonces a la unidad para el valor 
particular x = 0; y como se la supone continua entre dos limites cuales¬ 
quiera, es claro que, en una vecindad de este valor particular, diferira en 
muy poco de la unidad, por lo que sera positiva. Se podra entonces elegir 
a un numero muy pequeno de tal manera que la funcion q>(*) 
permanezca constantemente positiva entre los limites x= 0, x = a. Con 
esto se obtendra una de las siguientes dos cosas, o bien el valor positivo 
de (p ( a ) esta comprendido entre los limites 0 y 1, o bien este valor es 
superior a la unidad. Vamos a examinar una a una estas dos hipotesis. 

Supongamos primero que el valor <p ( a ) toma un valor com¬ 
prendido entre los limites 0 y 1. Se podria representar a este valor por 
medio del coseno de un cierto arco 0 comprendido entre los limites 0 y 


y por lo tanto se podria poner tp ( a ) = cos 0. 
ecuaci6n (1) expresada bajo la forma 


Ademas, si en la 
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(p(j> + x) = 2(p(x)cp(jr)-<p(j-^) f 
se hace sucesivamente 

x = a, y = a, 
x-a, y~2a, 
x=a, y= 3 a, 


se deduciran una a una las siguientes fdrmulas 

(p ( 2a ) = 2cos 2 0 - 1 = cos 2 0 
cp ( 3 a ) = 2cos 0 cos 2 0 - cos 0 = cos 3 0 

cp ( 4 a ) = 2cos 0 cos 3 0 - cos 2 0 = cos 4 0 , 

y en general, si m designa a un numero entero cualquiera, 

9 ( m a ) = 2co$ 0 cos ( m - 1) 0 - cos ( m - 2) 0 = cos m 0 . 

Podemos anadir que la formula <p ( m a ) = cos m 0 subsistira aiin 

si se reemplaza al numero entero m por una fraccidn, o bien por un 
numero cualquiera ji. Esto se puede probar facilmente como sigue. Si en 

la ecuacidn (1) se hace x = ^ a ,y = ~ a, se obtendra 



al extraer las ralces positivas de los dos miembros y al observar que las 
dos funciones 9 ( * ), cos x permaneceran positivas; la primera entre los 
Hmitesx = 0,x - a, la segunda entre los Hmitesx = 0,x = 0, se encontrara 



0 . 


Igualmente, si en la ecuacion (1) se hace* 


= ” <X,y = ~ 0, se obtendra 
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al extraer las raices positivas de los dos miembros se tendra 

<p(^“ j =cos | e - 

Por el mismo argumento podremos obtener sucesivamente las si- 
guientes formulas 



y en general, si n designa a un numero entero arbitrario 
9 { — a 1 = cos — 0 . 

Ir J 2 " 

Si se opera sobre el valor anterior de 9 ^ P ara deducir el de 

(p como se ha operado sobre el valor de 9 ((X ) para deducir el 

de 9 ( m a ), se encontrara 

(m \ m a 

l 2 " J 2 " 

y al suponer que la fracci 6 n varia de manera que se aproxima indefini- 
damente al numero ^, y al pasar al limite, se obtendra la ecuacion 

( 2 ) 9 ((j. a ) =*cos p 0 . 

Ademas, si en la formula (1) se hace* = \i a,y = 0, se concluira 

9 (-jia) = [ 29 (O)-l] 9 (pa) = cosp0=:cos(-nx0). 


3 Al igual que en el caso de las ecuaciones funcionales anteriores, Cauchy utiliza aqul a un 
subconjunto demo en el conjunto de los numeros rcales. 
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Asi, la ecuaci6n (2) subsistira cuando se reemplace jj. por - |i. En 
otras palabras, se tendra para cualquier valor positivo o negativo de la 
variable x, 

0) <p ( ixx) = cos 0 X. 

Si en esta ultima f6rmula se cambia x por —, se tendra 

a 


(4) 


cp ( X ) = COS — X = COS - — X X |. 

1 a 1 


El valor anterior de (p ( x ) es relativo al caso en el que la cantidad 
positiva <p ( a ) este comprendida entre los Hmites 0 y 1. Supongamos 
ahora que esta misma cantidad es superior a la unidad. Es facil ver que 
bajo esta segunda hipotesis sera posible satisfacer, para un valor positivo 


de r , a la ecuacidn <p ( a ) =s 



. Bastara para ello con tomar 


r = ( p( a ) + |[(p(a)] 2 -l|‘ > 


Con esto, si en la ecuaciPn (1) se hace sucesivamente 


x~ a, y ~ a, 
x ~ a, y = 2a, 
x = a, y = 3a, 


se deduciran una a una las fdrmulas 
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y en general, si m designa a un numero entero arbitrario, 






Podemos anadir que la fbrmula 



subsiste si se reemplaza al numero entero m por una fraccibn o por un 
numero cualquiera n . Esto se probara facilmente como sigue. 

Si en la ecuaci6n (1) se hace x = ~ a,y =■ — ct, se obtendra 



luego, al extraer las raices positivas de los dos miembros, y al observar 
que la funci6n <p ( x ) permanece positiva entre los Hmites x = 0, x = a, 
se encontrara 
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Igualmente, si en la ecuacion ( 1 ) se hace* = ~ a, y = -7 a , se obtendra 

4 4 


luego, al extraer en ambos lados las rakes positivas, 


(1 \ If . 

cp -a =I (r 

V / 


Por un razonamiento analogo, se obtendran las fbrmulas sucesivas 


<(, (w a ) = K’ i+r '“)* 


y en general, si n designa a un numero entero cualquiera 

Si se opera sobre el valor anterior 9 j P ara deducir el de 


9 j como s e opero sobre el valor de <p ( a ) para deducir el de 

<p ( m a ), se encontrara 


f m ^ 1 f s. _» \ 


luego, al suponer que la fracci 6 n varia de manera que se aproxima 
indefinidamente al numero \x, y al pasar al limite 4 , se obtendra la 
ecuacibn 


4 Cfr. nota 3. 
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(5) q>([ia) = |(r^ + r _ ^). 

Ademas, si en la formula (1) se hace x - U a._y = 0, se conduira 

q>(-^a)=[2cp(0)-l]cp(kia) = |(r"^ + ^ ). 

La ecuacidn (5) subsiste cuando se reemplaza [i por — p. En otras 
palabras, se tendra para cualquier valor positivo o negativo de la varia¬ 
ble x, 

(6) (p(ax) = (^ + r x ). 

Si en esta fbrmula se cambia x por — , se obtendra 
a 

(7) 9 (x) = j(r‘ + f‘)- 

0 

Cuando se hace en la ecuacidn (4), ± - = a, y en la ecuacidn (7), 
a 

r* £ = A, esas dos ecuaciones toman respectivamente los siguientes valores 


(8) 

cp (x ) = cos a x , 

(9) 

tp(x) = -(/f +/T X ) 


Si se designa por a a una cantidad constante, y por A a un numero 
constante, toda funci 6 n 9 (x) que verifique la ecuaci 6 n ( 1 ) y que 
permanezca continua entre cualesquiera de los dos limites de la variable, 
estara necesariamente comprendida bajo una de las dos formulas que 
acabamos de establecer. Es facil asegurar que los valores de cp ( x) dados 
por las ecuaciones ( 8 )y ( 9 ) resuelven el problema planteado, cualesquiera 
que sean los valores de la cantidad a y del numero A. Ese numero y esa 
cantidad son pues dos constantes arbitrarias, de las cuales s61o una puede 
aceptar valores positivos. 

Segun lo que acabamos de decir, las dos funciones 

y 


cos ax 
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tienen la propiedad comun de satisfacer la ecuaci6n (1), lo que establece 
entre ellas una analogia sorprendente. Ambas se reducen a la unidad para 
x=0. Pero una diferencia esencial entre la primera y la segunda es que 
el valor numerico de la primera esta constantemente por debajo del limite 
1, cuando no alcanza a este limite; mientras que, bajo la misma hipbtesis, 
el valor numSrico de la segunda esta constantemente por arriba. 




V 


(Capttulo VI) 


De las series convergentes y divergentes 
Reglas sobre la convergencia de las series 
Suma de algunas series convergentes 


§1. Consideraciones generales sobre las series 

Llamamos serie a una sucesi6n indefmida de cantidades 


«0, #1 , «Z, 

que se derivan unas de las otras segun una ley determinada. Estas mismas 
cantidades son los diferentes terminos de la serie que se considera. Sea 

Sn = «0 + #l + #2 + + u »- 1 > 

la suma de los n primeros terminos, donde n designa a un numero entero 
cualquiera. Si, para los valores siempre crecientes de n, la suma s„ se 
aproxima indefinidamente a un cierto limite s; la serie se dira que es 
convergent, y el limite en cuestion se llamara la suma de la serie. En caso 
contrario, si cuando n crece indefinidamente la suma s» no se aproxima 
a ningun limite fijo, la serie sera divergenle y no tendra ninguna suma. 
En ambos casos, el termino que corresponde al indice n, a saber u n , sera 
llamado el termino general. Basta que se de ese termino general en fimcibn 
del indice n, para que la serie este completamente determinada. 

Una de las series mas simples es la progresion geometrica 

1, x, x , ... 
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que tiene como termino general x", es decir, la w 4iima potencia de la 
cantidad x. Si en esta serie se hace la suma de los n primeros terminos, se 
encontrara 


l+x + x* + ... + .r ~ 1 = —- —— • 
l-x l-x 

y, como para los valores crecientes de n el valor numerico de la fraccion 

converge al limite cero, o bien crece mas alia de cualquier Ilmite, 

segun que se suponga al valor numerico x inferior o superior a la unidad, 
se debe concluir que bajo la primera hip6tesis la progresion 

1, x , X 2 , X 3 , ... 

es una serie convergente que tiene como suma — , mientras que bajo 

1 -x 

la segunda hipdtesis la misma progresion es una serie divergente que no 
tiene suma. 

Siguiendo los principios aqul establecidos, para que una serie 

(0 #0, U\> til, Ul 

sea convergente, es necesario y suficiente que los valores crecientes de n 
hagan converger indefinidamente a la suma 


Sg — Uo + U\ + tii +... + u H - 1 

hacia un limite fijo r, en otras palabras, es necesario y suficiente que, para 
los valores infinitamente grandes del numero n, las sumas 

S* i $n + 1 > Sn + 2 • • • 

difieran del limite s, y en consecuencia difieran entre si, en cantidades 
infinitamente pequenas 1 . De hecho las diferencias sucesivas entre la 


Es hasta este momento que Cauchy introduce una noci6n precisa de lo que significa que 
una sene sea convergente. En el primer ejemplo mencionado, Cauchy parece conformarse 
con la idea de que la suma parcial t„ ”se aproxima indefinidamente a un cierto limiter para 
valores crecientes de n . En la idea que ahora introduce Cauchy, que las sumas parciales 
difieran del limite s, y que en consecuencia difieran entre ellas, en cantidades infinitamente 
pequenas, reconocemos dos caracteristicas de una serie; la primera nos dice que la serie es 
convergente, mientras que la segunda establece que la serie cumple con la condkiSn de Cauchy. 
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primera suma s n y cada una de las siguientes estan respectivamente 
determinadas por las ecuaciones 

s» +1 - s„ = u„, 


S„ + 2 “ in = «« + tin + 1 j 


Sn + 3 ” S n — U„ + U„ + i + U n + 2 » 


Asl, para que la serie (1) sea convergente, es necesario primero que 
el termlno general u» decrezca indefinidamente, mientras que n aumenta; 
pero esta condicidn no basta, y sera necesario ademas que, para los valores 
creciente de n , las diferentes sumas 


Un 


Un + 1 , 


U n + U„ + 


1 + U„ + 2 i 


es decir, las sumas de las cantidades 

U„ , «*•+!, U„ + z, ... 

tomadas, a partir de la primera, en un numero tan grande como se quiera, 
terminen por obtener de manera constante valores numericos inferiores 
a todo llmite asignable. Reciprocamente, cuando esas diversas condicio- 
nes se cumplen, la convergencia de la serie se asegura . 


2 En terminos modernos esta afirmaci6n reciproca dice que la serie sera convergente si dada 
cualquier cantidad c > 0 existe una cantidad N tal que si n > N entonces 
I «* + «« +1 +... + u n + m I < e . Es importantc senalar que esta afirmacion s61o es valida 
a condicidn de que se trate de una serie definida en un espacio compkto, tal y como lo es el 
conjunto R de numeros reales. Sin embargo no creemos que esta condicidn este presente 
en el pensamiento de Cauchy al momento de enunciar esta afirmacidn. Esta afirmacidn se 
encuentra tambien en la Rein anafytischer Bcwtis... de B. Bolzano (citado en las notas 5 y 9 
del capltulo II), quien es el primero en haber enunciado este criterio bajo la forma de un 
teorema a ser demostrado. En el §7 de esta memoria, y para demostrar el teorema auxiliar 
que enunciamos en la nota 9 del capltulo II, Bolzano enunda el siguiente teorema: 

Teorema. Si una serie de cantidades 

F\X, Fix, Fix, ..ArX. Fn + rX, ... 

cample con la propiedad de que la diferencia entrtsu n-esimo terminoF„ xy cualquier terminoposterior 
Fn + f X , no importa cuan lejano este del primero, permanece menor que cualquier cantidad dado, si 
es que n se ha tornado lo suficienlemente grande, entonces existe una cantidad constante - y de hecho 
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Tomemos por ejemplo la progresi6n geometrica 
( 2 ) l,x,x z ,x> . 

Si el valor numerico dexes superior a la unidad, aquel del termino 
general x? crecera indefinidamente con n, y esto bastara para constatar la 
divergencia de la serie. La serie sera aun divergente si se supone 
x= ± 1, ya que entonces el valor numerico del termino general x? , al 
reducirse a la unidad, no decrecera indefinidamente para los valores 
crecientes de n. Pero si el valor numerico de x es inferior a la unidad, las 
sumas de los terminos de la serie tornados a partir de.*”, y en cualquier 
numero que se quiera, a saber: 


X +x -x - 

1 -JC 


X + x + x 


n 1 — X 

x - 

1 — JC 


se encuentran todas elks comprendidas entre los limites 


x\ 


1-x 


cada una de ellas deviene infinitamente pequena para los valores de n 
infinitamente grandes; y en consecuencia la serie sera convergente, hecho 
que ya conoclamos con anterioridad. 


es tinica esta cantidad- al que se aproximan los terminos de la serie y a la cual ellos se 
acercan tanto como se desea si la serie se continua lo suficiente. 

Acerca de la aceptacidn que tiene este criterio de Cauchy para la convergencia de una serie, 
podemos sehalar que N.H. Abel en su Investigaddn acerca de la serie 
l + Y*+" x + l K 3 + ..., de 1826 lo considera como una condici6n 

equivalente a la afirmacirin de la convergencia de la serie. 

Tanto para Bolzano como para Cauchy podemos asegurar que se trata de una afirmaci6n 
imposible de ser sostenida con todo ngor mientras se carczca de una construccion precisa 
del conjunto de numeros reales, tal y como estas fueron dadas por Cantor, Dedekind o 
Weierstrass. 
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Tomemos como segundo ejemplo a la serie numerica 


(3) 


ill i _i_ 

U 2* 3’ 4’ "* n' n+l. 


El termino general de esta serie, a saber decrece indefinida- 

mente a medida que n aumenta, y sin embargo la serie no es convergente, 

va que la suma del termino 7 y de aquellos que le siguen hasta el 
J n n+l 

termino ~z~ inclusive, a saber. 

In 


1 1 1 | 1 

n+l n + 2 2 n — 1 2 n 

permanece constantemente mayor, cualquiera que sea n, que el producto 

1 1 

In 2 


y en consecuencia esta suma no decrece indefinidamente para los valo- 
res crecientes de n, lo que deberia suceder si la serie fiiese convergente. 
Anadiremos que si designamos por s» a la suma de los primeros n ter- 
minos de la serie ( 3 ), y por Z m a la mayor potencia de 2 que no rebasa 
a n + 1 , se encontrara 


1 1 
2 + 3 


1 r l 1 
— > 1 + - + t + 7 
-1 2 I 3 4 


(W+l).(3 


7+1 + - 


y, a fortiori 


Stt>l + 2 + 2 + V 


De ahi se concluira que la suma s„ crece indefinidamente con el 
numero entero m, y en consecuencia con n, lo que prueba de nuevo la 
divergencia de la serie. 

Consideremos ahora a la serie numerica 
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( 4 ) ' 1 , , —-—.- 1 

1 1-2’ 1-2-3 1-2-3... n . 

Los terminos de esta serie cuyo rango es superior a n, a saber, 

__J_ 1 _ 1 _ 

1-2-3... n 1-2-3 ...»(»+ 1) ’ 1-2-3 ...»(«+ 1 )(« + 2 * 

seran respectivamente inferiores a los terminos correspondientes a la 
progresirin geometrica 

1 1 1 1 1 
1-2-3... n * 1-2-3... n n * 1-2-3... » » 2 * *** ‘ 

En consecuencia, la suma de los primeros terminos, tornados en 
cualquier numero, sera siempre inferior a la suma de los terminos 
correspondientes de la progresirin geometrica, que es una serie convergente 
y, con mayor raz6n, sera inferior a la suma de esta progresirin, es decir, a 

. 1 1 _ _1 _ 1 _ 

1-2-3-. »j_I 1-2-3 — (w—1) »—1 


Como esta ultima suma decrece indefinidamente a medida que n 
aumenta, resulta que la serie (4) es ella misma convergente. Hemos 
convenido en designar con la letra e a la suma de esta serie. A1 sumar los 
primeros n terminos, se obtendra como valor aproximado de e 

, 111 1 

1 1-2 1-2-3 1-2-3 ...(# -1) 

y, segun Io que acabamos de decir, el error cometido sera inferior al 
producto del » fa,mo termino por Asi, por ejemplo, si se supone 

» = 11, se encontrara como valor aproximado de e 
(5) e = 2.7182818... ; 


y el error cometido bajo esta hipritesis sera inferior al producto de la 
fraccirin . _ _por es decir. a t “ A , de modo tal 


1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 P ° f 10 ; CS deCir ’ 
que no alterara al 7 2 decimal. 


36288000' 
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El numero e, determinado de esta manera sera empleado con 
frecuencia en la suma de las sucesiones y en el calculo infinitesimal. Los 
logaritmos tornados en el sistema que lleva a este numero como base se 
conoce como neperianos, en honor a Neper , inventor de los logaritmos, o 
bien hiperbolicos ya que sirven para medir las diversas partes del area 
comprendida entre la hiperbola equilatera y sus asintotas. 

Se indicara generalmente la suma de una serie convergente por la 
suma de sus primeros terminos seguido de tres puntos suspensivos. Asi, 
cuando la serie 

«o» #1, *2, «3, • 

es convergente, la suma de esta serie se representa por 


Ua + U\ + «2 + + • • • 


En virtud de esta convencion el valor del numero e se encontrara 
determinado por la ecuacion 


( 6 ) 


e= 1+ i + -L + —!—+-1-+ ... ; 

1 1-2 12-3 1-2-3-4 


y si se considera la progresion geometrica 

1 , x , yt , x 3 , , 

se tendra, para los valores numericos dex inferiores a la unidad, 

1 


(7) 




1 - 


La serie 

«o, «1, «2, ... 

al suponerse convergente, si se designa su suma por s , y por s n a la suma 
de sus primeros n terminos, se encontrara 

S= Uo + Ul + U2 + ... + Un-l + U„+U«+ 1 + ... =S„+ Un+ Un+ l + ... 

y en consecuencia 

s-s„= u„ + u n + 1 + ... . 

De esta ultima ecuacion resulta que las cantidades 
U n , + l , U„ + 2 , ... 
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formaran una nueva serie convergente cuya suma sera equivalente a 
s - s n . Si representamos a esta misma suma por r», se tendra 

s = s„ + r n ; 

y r„ sera llamado el rtsiduo de la serie (1) a partir del n simo termino. 

Cuando los terminos de la serie (1) incluyen una misma variable*, 
si esta serie es convergente y sus diferentes terminos son funciones 
continuas de * en una vecindad de un valor particular atribuido a esta 
variable; 


Sn, r n y s 

son tambien funciones de ia variable*, en donde la primera es evidente- 
mente continua en relacion a*en una vecindad del valor particular del 
cual se trata. Dicho esto, consideremos los incrementos que reciben estas 
tres funciones, cuando se hace incrementar * en una cantidad infini- 
tamente pequena ot. El incremento de Sn sera, para todos los valores 
posibles de n, una cantidad infinitamente pequena; y aquel de rn devendra 
insensible al mismo tiempo que r n , si se atribuye a n un valor muy grande. 
En consecuencia, el incremento de la funcidn s no podra ser sino una 
cantidad infinitamente pequena. De esta observacidn se deduce de 
manera inmediata la proposicibn siguiente: 

Teorema 1, Cuando los diferentes terminos de la serie (1) son funciones de 
una misma variable x, continuas con respecto a esta variable en la vecindad de 
un valor particular para el cual la serie es convergente, la suma s de la serie es 
tambien, en la vadndad de este valor particular, una funcion continua de x 3 . 


3 Como bien sabemos hoy este teorema es, en general, falso; toda vez que para garantizar 
la continuidad de la funcibn suma es necesario establecer una condici6n sobre el modo de 
convergencia de la serie: la serie debe converger uniformemente. 

En 1826 Abel demuestra {op.eit.) una versi6n mas restringida de este teorema (para cl 
caso de una serie de potencias) y encuentra tambien el primer contraejemplo para este 

teorema: la serie £ ( - 1 )" + l ~ n J x converge al valor | si * esta en el intervalo [ 0, it ) y 

a0siar = n ; esdecir, se trata de una serie de funciones continuas cuyo Hmite es una fiincibn 
que es discontinua en rr (de hecho la funcidn Hmite es discontinua en los valores de la forma 
( 2 m + 1 )n. El contraejemplo no debla de sorprender tanto, pcse al teorema de Cauchy, 
si se rccuerda que aun antes de Abel era conocida la posibilidad de representar a traves de 
series trigonomfctricas a una funcion que puedc ser discontinua. 

Entre 1838 y 1848 Christof Gudermann, Ph.L Seidel y G. Stokes intentan precisar de 
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En virtud de este teorema, la suma de la serie (2) debera ser una 
funcidn continua de la variable x entre los Hmites x = — 1, x = 1; lo que 
se puede verificar al averiguar el valor de s dado por la ecuacibn 

1 


distintos modos la propiedad dc que si la veloddad de convergencia es igual para todos los 
puntos dc un intervalo, cs posible asegurar la continuidad dc la fiincidn suma. De hecho 
todos ellos cstan convencidos dc que la propiedad de la continuidad dc la suma depende 
del modo de convergencia. 

Tal vcz como cco a estas observaciones es el propio Cauchy quien en una memoria 
publicada en 1853 - y leida en la Academia de Ciencias de Paris en el mes de marzo de ese 
mismo ano— aclara que en su version original el teorema s61o se puede asegurar para cierto 
tipo de series de fund ones, como lo son las series de potencias. Para ser valido en general, 
establece la siguiente condici6n como aquella que permite garantizar la continuidad de la 
funcidn suma: Al considerar, con la misma notaciin d e\ Analisis Algebraico, que 
utt(x), ut(x), Uz(x), ... u„(x), «n+i(x), • •• 
son los diferentes ter mi nos de una serie y que son a su vez funcioncs continuas de la variable 
real x entre dos limites dados. Si se tiene 

r(x) = «o(jc) + »i(je) + «i(jc) + ... +«„( *) + ««+1 (*) + ..■ 

Si ri > n , y se hace 

(1) si (*)-*«(*) = «,.(*) + »» + i(x) + »« + 2(*) + ... + <W-i(*)- 

Entonces el residua r„ ( x) es el Ilmite al que converge, para valores crecientes de ri , la 
diferencia (1). Pensemos que es posible, al atribuir a n un valor suficientemente grande, 
hacer que el m6dulo de la expresibn (1) — y junto con el el m6dulo de r„ ( x ) — sea menor 
que un numero e, tan pequeno como se quiera, para todos los valores x comprendidos entre 
los limites dados. En esas condiciones el incremento de la variable x podra todavia ser 
tornado lo suficientemente pequeno para que el m6dulo del incremento der* ( X ) sea menor 
que un numero tan pequeno como se quiera. En esas condiciones es posible dar al numero 
n un valor suficientemente grande para que, entre los limites dados a la variable, se pueda 
asegurar la continuidad dc la funci6n 

*(*)“*«(*) + r »(*)- 

Con base en este argumento Cauchy enuncia la nueva versi6n de su teorema: 

Teorema. Si los diferentes terminos de la serie 

K 0 (x), Kl (*) , «2<x), ... «»(x), «„+!<*), ... 
son fundones de la variable real x, continuas respedo a esta variable entre dos limites dados, si la 
suma 

«w(x)+*»+l(x) + *« + l(*) + ". + **'->( X ) 
deviene infinitamentepequena para vabres infinitamente grandes de los numeros nyti > n, la sene 
seed convergenley la suma s ( x ) sera una fimeidn continua de la variable x entre los limites dados. 
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§2. De las series en la cuales 
todos los terminos son positivos 

Cuando la serie 

( 1 ) #o, u\, Ui, u 3 , ... 

tiene a todos sus terminos positivos, se puede decidir fkilmente si es que 
ella es convergente o divergente con ayuda del siguiente teorema. 

Teorema 1 . Buscar el Umite o los limites bacia los cuales converge la 

expreston (#„)», mientras que n crece indefinidamente, y destgnese por k al mas 
grande de esos Umites. En otras palabras, el llmite de los valores mas grandes de 
la expreston de la que se trata 1 La serie (1) sera convergente si se tiene k < 1, y 
divergente si se tiene k>\. 

Demostraci6n. Supongamos primero k < 1, y elijamos a voluntad 
entre 1 y k un tercer numero U, de modo que se tenga 

k<U<l, 


Antes de que Cauchy hiciera esta precisi6n, su confianza en la validez del resultado le 
permitib, en la Iecci6n 40 de su Resumen solve las lecaones del Cdlculo Infinitesimal (ultimo 
capitulo de nuestra edidon) intentar la demostracibn de otro “teorema falso"; teorema en 
el que asegura que la integral de la fimci6n suma de una serie convergente de funciones es 
igual a la suma de la serie cuyos terminos son las integrals de cada una de las funciones 
que conforman a la primera serie. 

Weierstrass sera el primero en establecer las condidones para garantizar la continuidad, 
de la fiincion suma de una serie de funciones continuas, al introducir en 1861 (en un curso 
que permaneci6 inidito) el concepto de covergencia en igualgrado para los terminos de una 
sucesibn de funciones. Sobre la base de esta idea, Heine publicara en 1870 su articulo Solve 
las Series Trigonometrical (fiber trigonometrisebe Rriben) en donde desarroliara de manera 
sistematica la noci6n de convergenria uniforme como una condid6n para demostrar sin 
ningun error estos teoremas. 

La expresibn se refiere al llmite 0 a los llmitcs de las subsucesiones de la sucesi6n 
{(«<*)* }. Cauchy habla aqul de un crecimiento indefinido de n, lo cual sugiere que en 
distintos brdenes de crecimiento de n, seri posible encontrar distintos limites para las 
sucesiones indicadas por a. De este modo podemos pensar que el valor k es el supremo del 

conjunto £ de los limites subsccuenciales de ( u n )’; lo que usualmente se denota como 
cstc sen tido el Teorema 1 enuncia el conocido criteria de la ratz 
(recordemos que en este caso todos los terminos de la serie son positivos) para la 
convergence de una serie; si k & lim sug^ "d~u„ entonces la serie ^ u„ converge si k < 1, 
diverge si k > 1 y si * = 1 no se tiene informacion. 
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y dejemos a n crecer mas alia de cualquier limite asignable, los valores 

mas grandes de ( «„ )» no podran aproximarse indefinidamente al limite 
k sin ser finalmente inferiores a U. En consecuencia sera posible atribuir 
al numero entero n un valor muy grande para que, al obtener n este 
mismo valor o aun uno mas grande, se tenga de manera constante 

( u„ < U, u„< U" . 

Resulta asi que los terminos de las sucesibn 

Uq , U\, U 2 , ... , «„+1 , #« + 2> ••• 

acabaran por ser siempre inferiores a los terminos correspondientes de 
la progresibn geometrica 

1, U, U\ U n , U n+ \U n + \ 

y, como esta progresion es convergente (debido a que U < l), podemos, 
a partir de la observacibn anterior, concluir a fortiori la convergencia de 
la serie (l) 5 . 

Supongamos, en segundo lugar, k > 1; y coloquemos de nuevo entre 
los numeros 1 y k un tercer numero U, de tal modo que se tenga 

k>U> 1. 

Si n crece mas alia de cualquier limite, los valores mas grandes de 
(#„)*, al aproximarse indefinidamente a k, seran finalmente mayores 
que U. 

Se podra asi satisfacer la condicibn 

{uJ>U 

o, igualmente, la siguiente condicibn 

Un>U\ 

para valores de n tan grandes como se quiera. En consecuencia, se 
encontrara en la serie 


* Cauchy introduce aqui, considerandolo evidentc y sin dar por ello ninguna demostraci6n, 
el criterio de la comparacidn: si el termino general de una serie u„ es menor que el de otra 
serie a„ y si la serie £ a„ es convergente, entonces la serie £ u„ tambien es convergente. 


160 


Augustin-Louis Cauchy 


«0, tt\ , ..«»+l , #» + 2, ... . 

un numero indefinido de terminos mayores a los terminos correspondi- 
entes de la progresi6n geometrica 

1 , U , U z , ... , U ", £/"* 2 . 

Como esta progresi6n es divergente (debido a que U>\ ), y como en 
consecuencia sus distintos terminos crecen al infinito, la observaci6n que 
acabamos de hacer bastara para establecer la divergencia de la serie (1). 

En un gran numero de casos, se puede determinar el valor de la 
cantidad k, con ayuda del teorema 4 (Cap. II, §3). En efecto, en virtud de 

este teorema, siempre que la raz6n Un + -- converga hacia un limite fijo, 
tin ~ 

este limite sera precisamente el valor de k. Se puede entonces enunciar 
la siguiente proposici6n. 

Teorema 2. Si para valor es crecientes den, la razon 

tin + \ 
tin 

converge hacia un limitefijo k, la serie (1) sera convergence siempre que se tenga 
k < \,y divergente siempre que se tenga k > l 6 . 

Concibamos, por ejemplo, a la serie 

1 I J_ 1 1 

’ I' 1-2’ 1-2- 3’ *** ’ 1- 2- 3 ... : 

se encontrara 

un+ l _ 1 • 2- 3... n _1_ 

tin 1* 2* 3 — ff(»+l) n + I* oo 

y en consecuencia la serie sera convergente, como ya sabiamos. 


6 Al presentar Cauchy este teorema como consecuencia del teorema 1, y de! teorema 4 del 
capltulo II, §3, col oca al criteria del cociente — tal y como se conoce este teorema- como 
una aplicacidn a un caso particular del criteria de la ralz. En particular al remitir al teorema 
del capitulo II, se debe concluir que la sucesi6n ( u» )« converge al mismo limite k al cual 
converge el cociente ** * ; en esc caso se considera que al ser convergente la sucesi6n 

( Un )•, se tiene que limsup (««)• = lim (*»)■. En la nota 4 hemos sefialado como es que 
se introduce el limite superior de una $ucesi6n. 
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El primero de los dos teoremas que acabamos de establecer no deja 
ninguna duda sobre la convergencia o divergencia de la serie en la cual 
todos sus terminos son positivos, salvo en el caso particular en el que la 
cantidad representada por k sea igual a la unidad. En este caso particular, 
no siempre es facil decidir sobre este punto. Sin embargo, vamos a probar 
aqui dos nuevas proposiciones con ayuda de las cuales a menudo 
podemos llegar a hacerlo. 

Teorema 3. Cuando en la serie (1) coda termino es inferior al que le precede, 
esta seriey la siguiente 

(2) #o, 2«j, 4 # 3 , 8#7, 16 

serdn igualmente convergentes o divergentes. 

Demostracidn. Supongamos primero que la serie (1) es convergente, 
y designemos a su suma por s . Se tendra 


Uq = Uo , 


2«i = 2«! 

4 < 2 uz + 2 «j, 

8 #7 < 2 #4 + 2 us + 2 «6 + 2 # 7 , 


y en consecuencia, la suma de los terminos de la serie (2), tornados cn 
cualquier numero que sea, sera inferior a 

«o + 2 #i + 2 #2 + 2 #3 + 2 #4 + .• • = 2 s - Uo . 

Se sigue que la serie (2) sera convergente. 

Supongamos, en segundo lugar, que la serie (1) es divergente. La suma 
de sus terminos, tomando un numero muy grande de ellos, acabara por 
superar a cualquier limite asignable, y como se tendra 


2 u\ > u\ + #2 
4 us > Us + «4 + us + Us, 

8 Uy > Ut + «g + #9 + #10 + #11 + #12 + #» + #14 . 
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se debera concluir que la suma de las cantidades 

#o, 2 #i, 4 « 3 , 8«?, .... 

tomadas en un numero muy grande, acabara por ser superior a cualquier 
cantidad dada. La serie (2) sera pues divergente, en conformidad al 
teorema enunciado. 

Corolario. Si para la serie (1) se toma la siguiente 

( 3 ) ,111 

* 2 m * ’ 4 m ’ 

donde p. designa a una cantidad cualquiera, la serie (2) devendra 
1, 2 1-M , 4 1_m , 8 ,-M . 

Esta ultima es una progresidn geometrica, convergente cuando se 
supone fi > 1, y divergente en caso contrario. En consecuencia, la serie 

(3) sera convergente si p es un numero mayor que la unidad; y serd 
divergente si se tiene |i » 1 6 p. < 1. Por ejemplo, de las tres series 

( 4 ) 111 

* 2 2 ’ 3 2 ’ 4 2 * * 

( 5 ) ,111 

* 2’ 3’ 4' ’ 


(6) j J. J. 1 

25 3* 45 


la primera sera convergente, y las otras dos divergentes. 

Teorema 4. Supongamos que se designa por L a la caracteristica de los 
logaritmos en un sistema cualquiera, y que para valores credentes de n, la razon 


Ljjfn) 

L {”) 

converge hacia un Umitcfinito h. La serie (1) sera convergente, si se tiene h> 1, 
y divergente si se tiene h< 1. 
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Demostraci6n. Supongamos primero h > 1, y elijamos a voluntad 
una tercera cantidad a entre las dos cantidades 1 y A, de modo que se 
tenga 

h>a> 1 . 


, L(u n ) . 

La raz6n —/Tv o su equivalente 




rfi.'l 

| U H 


L{n) ’ 

terminara por ser, para valores muy grandes de n , superior a la cantidad 
a. En otras palabras, cuando n crece mas alia de un cierto Iimite, se tendra 
siempre 

L\ ± 


r M] 

J Un 

- 1 —> a 


o, lo que es lo mismo 


y en consecuencia, 


L{n) 


L\ - >*£(») 


#*<- 


±>'. 


Resulta que los terminos de la serie (I) acabaran por ser constante- 
mente inferiores a los terminos correspondientes de la siguiente serie 

! 1 1 1 J_ 1 

* 2*’ 3 d ’ 4*’ n a ' (»+1) 4 . 

y, como esta ultima sera convergente (debido a que a > 1), se puede a 
partir de la observacidn anterior, concluir a fortiori, la convergencia de la 
serie (1). 

Supongamos, en segundo lugar, h < 1; y pongamos de nuevo entre 
las cantidades 1 y h, una tercera cantidad a, de modo que se tenga 

h < a < 1 . 
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Se tendra para valores suficientemente grandes de n, la relation 


o, lo que es equivalente 

y, en consecuencia. 



T<"’ 

Ufj 


Resulta que los terminos de la serie (1) acabaran por ser superiores 
a los terminos correspondientes de la siguiente serie 

j 1 1 1 ± X 

' 3* * n*' 

y como esta ultima es divergente (debido a que a < 1), se podra concluir 
a fortiori, a partir de la observacibn anterior, la divergencia de la serie (1). 

Dadas dos series convergentes en las cuales todos sus terminos son 
positivos, es posible, anadiendo o multiplicando esos mismos terminos, 
formar una nueva serie cuya suma es la adicibn o multiplicacibn de las 
sumas de las dos primeras. Estableceremos a este respecto los dos teoremas 
siguientes: 

Teorema 5. Sean 


^ # 0 , U\, u 2 , ... , Un . 

vo, V\ , vz , ... , v n> ... , 

dos series convergentes, compuesta unicamente de terminos positivos, y que tienen 
por sumas sy s 

(8) «o + vo, Ui + V\, u 2 + vz, ... , Un + Vtt, ...» 

sera una nueva serie convergence, que tendra como suma s +s'. 
Demostracibn. Si se hace 
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s„ = «o + U\ + «2 + ... +#»-!, 


s'n — wo + Vi + Vz +.. • 

s„ys'n convergeran respectivamente hacia los Ilmites sy s', para valores 
crecientes de n. En consecuencia, Sn + s'n, la suma de los primeros n 
terminos de la serie (8), convergera hacia el limite s + s lo que basta para 
establecer el teorema 7 . 

Teorema 6. Bajo los mismos supuestos que en el teorema anterior, 

(9) U 0 Vo , U(j V\ + #i Vq, UO V2 + »1 V\ + «2 Vo , ... 

... , + +#« - 1 V\ + u n Vo , ... , 

sera una nueva serie convergente, que tendra como suma s$\ 

Demostracion. Sean como siempre s '»las sumas de los primeros 
n terminos de las dos series (7), y designemos ademas por s " n a la suma 
de los primeros n terminos de la serie (9). Si se representa con m al mayor 

numero entero comprendido en - , es decir, ~ cuando n es impar, 

n — 2 

v-en caso contrario, se tendra evidentemente 

1 2 

UqV 0 + ( UoVi+ U]Vo) + ... + ( UoV„- 1 + U\V„-2 +... + «»~ 1^0 ) 

< ( Uo + U\ + ..- + Un -I )( Va + V\ + ... + Vn- \ ) 

y 

> ( Uo + U\ + ... + u m ) ( Vo + V\ + ... + Vm)i 
o, en otras palabras, 

s' r ti^- Sn S n y ^ $nt + i S m + i» 

Pensemos ahora que se deja a n crecer mas alia de cualquier limite 
El numero 


7 Como en todos los casos en los cuales se trata de la convergencia de una sucesi6n, Cauchy 
gusta de obviar todos los detalles al considerarlos evidentes. Vease la nota 1 de este capltulo. 
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crecera indefinidamente; y las dos sumas s „, s m + i convergeran al limite 
s, mientras que s y s j convergeran al limitei'. En consecuencia, los 
dos productos s»s r,» + l s' m + i, y la suma s "« comprendida entre esos 
dos productos, convergeran al limite ss'; lo que basta para establecer el 
teorema 6, 


§3. De las series que incluyen terminos positivos 
y terminos negativos 

Supongamos que la serie 

(1) «o, «1, »2, kj, ... »«, ... 

se compone de terminos positivos y negativos; sean respectivamente 

( 2 ) po, pi, p 2 > pj, ... p n , ... 

los valores numericos 8 de esos mismos terminos, de modo que se tenga 
«0 = ±p0, «l = ±pl, «2 = ±p2, « 3 = ±p3, ••• u„ = ±p„, ... . 

El valor numerico de la suma 

tio + U\ + ill + ... + tin — | 

no podra jamas superar 

po + pi + P2 + ... + p n- i, 

resulta asi que la convergencia de la serie (2) implicara siempre la de la 
serie (1). Debemos anadir que la serie (1) sera divergente, si algunos 
terminos de la serie (2) acaban por crecer mas alia de cualquier limite 
asignable. Este ultimo caso se presenta cuando los mas grandes valores 


8 Se refiere a los valores tornados de manera independiente del signo; es deeir, al valor 
absolute; tal como fue dada la defmicion de “valor numerico” por Cauchy en los 
Preliminara. 
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de ( p»)" convergen, conforme n crece, hacia un Kmite superior a la 
unidad. A1 contrario, cuando este limite deviene inferior a la unidad, la 
serie (2) es siempre convergente. Es posible, por tanto, enunciar el 
siguiente teorema: 

Teorema 1. Sea p n el valor numerico del termino general u n de la serie 
(1); y designemos por k el Hmite al cual convergen los mas grandes valor es de la 
expresion ( p« )*, conforme n crece indefinidamente , La serie { 1) sera convergente 
si se tiene k < 1, y sera divergente si se tiene a k> 1. 

Cuando la fraccion — —, es decir, el valor numerico de la razon 
p« 

Un + ■ ■ converja hacia un Hmite fijo, este Hmite sera, en virtud del teorema 
W n 

4 (Cap. II, §3), el valor buscado de k. Esta observacion nos conduce a la 
siguiente proposicion. 

Teorema 2. Si conforme n crece el valor numerico de la razon 


Un+ 1 

u n 


converge hacia un limite fijo k, la serie (1) sera convergente, siempre que se tenga 
k < 1, y sera divergente siempre que se tenga k > L 

Por ejemplo, si se considera a la serie 

1 




1-2-3 


se encontrara 

U n + 1 _ _ 1 ^ _J_ 

u» n + 1 ’ oo 

de donde resulta que la serie sera convergente. 


= 0 ; 


9 En los teorcmas anteriores en los cuales Cauchy habla utilizado este criterio de la raiz, las 
series consideradas estaban compuestas tan solo de terminos positivos, en este caso, al 
considerar el valor absolute p*, del termino a„, Cauchy introduce la versibn mis general 
de dicho criterio. 
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El primero de los dos teoremas que acabamos de establecer no deja 
ninguna duda sobre la convergencia o la divergencia de una serie, salvo 
en el caso particular en que la cantidad representada por k sea igual a la 
unidad. En ese caso particular, es posible algunas veces constatar la 
convergencia de la serie propuesta, ya sea asegurandose de que los valores 
numericos de sus distintos terminos forman una serie convergente, ya 
sea por medio del siguiente teorema. 


Teorema 3. Si en la serie (1) el valor numerico del termino general u n 
decrece constante e indefinidamente, conforme n aumenta,ysiademds los diferentes 
terminos son altemativamentepositivosy negativos, la serie sera convergente 

Consideremos, por ejemplo, a la serie 


(3) 



Si tomamos la suma de los primeros m terminos cuyo rango es 
superior a n , esta sera 

n+\ n + 2 n + 3 n + 4 n + m 

El valor numerico de esta suma, 



n +1 n+2 n +3 n +4 n+m 


1 

r 1_ 


'_L _1__> 

n+ 1 ~ 

K n+2 n+ 3 j 


K n+ 4 n+5j 


(^« + l « + 2^ (^« + 3 « + 4^ ^ n + 5 » + 6^ + 

esta comprendido evidentemente entre 


1 _1_J__ 

n +1 ^ n +1 n + 2 


y decrecera indefinidamente, conforme n aumenta, para cualquiera que 
sea m, lo que basta para establecer la convergencia de la serie propuesta. 
Los mismos razonamientos se pueden aplicar a todas la series de este 
genero. Citaremos, entre otras, a la siguiente, 
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( 4 ) 



ia cual, en virtud del teorema 3, sera convergente para todos los valores 

positivos de p. , 

Si en la serie (4) se suprime el signo - de cada miembro de rango 
par, se obtendra la serie (3) del §2, que es divergente siempre que se 
suponga m = 1 6 m < 1. En consecuencia, para transformar una sene 
convergente en serie divergente, y reciprocamente, basta algunas veces 
cambiar los signos de algunos terminos. Por lo demas esta observacion 
es aplicable unicamente a las series para las cuales la cantidad designada 
por k en el teorema 2 se reduce a la unidad. 

Dada una serie convergente cuyos terminos son todos positivos, 
aumentaremos su covergencia al disminuir los valores numericos de esos 
mismos terminos y al cambiar t Ios signos de algunos de ellos. Es prudente 
observar que se producira un doble efecto si se multiplica cada termino 
por un seno o por un coseno; y esta observacion basta para establecer la 
siguiente proposici6n. 

Teorema 4. Cuando la serie 


(2) po, pi, Pz, > P«> ■ 

formada unicamente de terminos positivos, es convergente, cada una de la 
siguientes series 

pp cos 00 » Pi cos 01 , p 2 COS 02 , , p»cos0«, ... , 

® Posen 00, pisen0i, P2sen0 2 , , p»sen0 rt . 

lo sera tambien, cuaksquiera que scan los valores de los areas 

00,01,02,... 0». 

Corolario. Si suponemos en general 

0 „ = « 0 , 

0 designa a un arco cualquiera, las series (5) devendran respectivamente 
po , pi COS 0 , p 2 COS 0 , .... pH COS 0 , • • - * 
p! sen© , p 2 sen 0 , ... , p»sen 0. 


(6) 
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Asi estas dos ultimas seran convergentes siempre que lo sea la serie (2). 
Si se consideran a la vez dos series en las cuales cada una de ellas 
incluye terminos positivos y negativos, demostraremos facilmente para 
este caso los teoremas 5 y 6 del segundo paragrafo, como lo haremos ver. 
Teorema 5. Sean 

«o» «i» «2. u n , ... , 

Vo, Vi, Vi, , v n , ... 

dos series convergentes que tengan respectivamentepor sumassy s'; 

«o+ Vq, U\ + V\ , Ui + Vi, ... , u n + v n , ... 
sera una nueva serie convergent que tendrd como suma j + j\ 

Demostracion. Si se hace 

Sft = Uq + U\ + «2 + .., _ , , 

s'n- v 0 + V 1 + V 2 + ... +Vn- 1 , ’ 

s n y s'„ convergeran respectivamente hacia los limites sy s’ , conforme 
« aumenta. En consecuencia,r„ + r, es decir, la suma de los primeros 
n terminos de la sene (8), convergent al limite s + s'; lo que basta para 
establecer el teorema enunciado. 

Teorema 6. Bajo las mismas condiciones que en el teorema anterior, si cada 
una de las series (7) es convergente, cuando se reducen sus diferentes terminos a 
sus valores numericos, 

( 9 ) u 0 Vo , 

«0 Vy + U\ VQ , 

«0 Vz + U\ V\ + Uz Vo , 


UoV„ + U\ v n -1 +... + U„ _ 1 V\ + u„ Vo, 


sera una nueva serie convergente que tendrd como sumas s’. 
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Demostraci6n. Sean siempre s„, s'„ las sumas de los primeros n 
terminos de las dos series (7), y designemos por s"n a la suma de los 
primeros n terminos de la serie (9). Se encontrara 

SnS *n - s"n = Un - l V n - i + ( U n - l Vn - 2 + U n - 2 Vn - 1 ) + • ■ • 

+ ( u„ - i V\ + U n - 2 Vi + ... + U 2 V n - 2 + U\ Vn - 1 ) • 

Ademas, habiendo demostrado el teorema 6 para el caso en el que 
las series (7) s61o incluyen terminos positivos, resulta que bajo esta 
hipotesis cada una de las cantidades sns'n, s » converge, conforme los 
valores de n aumentan, hacia el limites r',y, en consecuencia, la diferencia 
s n s'n — j"», o, equivalentemente, la suma 

Un - i Vn - i + ( Un - 1 V n - 2 + U n - 2 Vn - 1 ) + • • - 
+ ( U n - 1 Vi + U n - Z Vz + • ■ • + 

tienden al limite cero. 

Concibamos ahora que en la serie (7) hay terminos positivos y 
negativos y designemos respectivamente por 


( 10 ) 


Po, Pl » p2 » > Pn , » 

P 'o, P * 1 » P 'l » ••• f P 'n » • • . 


a los valores numericos de esos diferentes terminos. Supongamos ademas, 
conforme al enunciado del teorema, que las series (10), compuestas de 
esos mismos valores numericos, sean ambas convergentes. Debido a la 
observacibn que acabamos de hacer, la suma 


P« — lP « — l + ( P» — lP^ — 2 + Ptf — 2p 'n—1 ) + ..* 

+ (p B -ip'l + p»-2p f 2 + ... +P2p'»-2 + P 1 P'n-i), 

convergera, conforme el valor de n aumenta, al limite cero: y como el 
valor numerico de esta suma sera superior al de la siguiente 




+ (u n -\ Vi + Un-lVi + ... + uzv„~i + U\ Vn -l ) , 

resultara que esta ultima o lo que viene a ser lo mismo la diferencia 
Sns'n -s"„ covergera tambien al limite cero. En consecuencia, ss’, que 
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es el limite del producto s n s' n , sera tambien el de r En otras palabras, 
la serie (9) sera convergente y tendra como suma al producto ss’. 

Escolio. El teorema precedente podra no ser valido si las series (7), 
que suponemos convergentes, dejan de serlo al reducir cada uno de sus 
terminos a su valor numerico. Podemos concebir, por ejemplo, que para 
cada una de las series (7) se toma a la siguiente 


(10 


1 1 1 1 

T..+ T.-r» +“7» 

2* $ 4> 5* 


La serie (9) deviene 


( 12 ) 


"(77~' + V7~} 


+ ( VT + v 2 -2 + 7T“} 



Esta ultima es divergente puesto que su termino general, a saber, 


± 





+ 'f2(n-l) 



tiene evidentemente un valor numerico superior a 



cuando n es par; y a 
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n 2 n 



cuando n es impar; es dear, en todos los casos posibles tiene un valor 
superior a la unidad. Sin embargo la serie (11) es covergente. Aunque 
debemos observar que dejara de serlo cuando se reduce cada termino a 
su valor numerico, ya que se transforma entonces en la serie (6) del §2. 


§4. De las series ordenadas segtin las potencias 
ascendentes y enteras de una variable 

Sea 

(1) aoy a\x, aix , ... , a n x , ... 

una serie ordenada segun las potencias enteras y ascendentes de la 
variable x, 

( 2 ) aa, a\, aiy An, 

designan los coeficientes constantes positivos o negativos. Sea ademas a 
lo que para la serie (2) es la cantidad k del paragrafo precedente (ver el 
§3 teorema 2). La misma cantidad, calculada para la serie (1), sera 
equivalente al valor numerico del producto 

Ax. 


En consecuencia, la serie (1) sera convergente siempre que este valor 
numerico sea inferior a la unidad; es decir, en otras palabras, si el valor 

numerico de la variable x es inferior a —. Por otro lado, la serie (1) sera 

divergente si el valor numerico dexrebasa —. Se puede entonces enunciar 
la siguiente proposicibn 
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Teorema 1. Sea A el Hmite hacia el cual converge, conforme n aumenla, 
la n-esima raiz de los mas grandes valores numericos de a„. La serie (1) sera 
convergente para todos los valor es de x comprendidos entre los limites 


1 1 


A' A' 


y divergente para todos los valor es dexsituadosfuera de estos Umites 


Cuando el valor numerico de la raz6n-- converge hacia un limite 

an 

fijo, este Hmite es (en virtud del teorema 4, Cap. II §3) el valor buscado 
dcA. Esta observaci6n nos conduce a una nueva proposition. 

Teorema 2. Si, para valores creaentes de n, el valor numerico de la razon 
a»+ 1 

a„ 

converge hacia el limite A, la serie (1) sera, convergente para todos los valores de 
x comprendidos entre los Umites 


1 1 

A ’ + A ’ 

y divergente para todos los valores dexsituados fuera de los mismos Umites. 
Corolario 1. Tomemos como ejemplo la serie 

1, lx, 3x\ Ax 3 .(« + \)S . 

Como se encontrara bajo esta hipotesis 

an + i _ n + 2 _ j ^ I 
a n n + 1 n + 1 

y en consecuencia. 


De rmevo (Cfr, nota 4) Cauchy se refiere al lim sup daii. Es claro que este teorema asegura 
la convergencia para una serie de potencias sobrc la base del criterio de la raiz. Este valor 
A permite encontrar el radio de convergencia de la serie de potencias. Para el caso de una 
serie de potencias con coeficientes y variable complejos el valor de A encontrado de este 
modo se conoce como la formula de Hadamard. 
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A= 1, 

se concluira que la serie (3) es convergente para todos los valores de x 
comprendidos entre los Umites 

x = - 1, x = + 1, 

y divergente para los valores de x situados fuera de estos Hmites. 
Corolario 2. Tomemos como segundo ejemplo a la serie 

(4) £ ** 

r 2 ’ 3 * "■’«* “* 

en la cual se supone que el termino constante se reduce a cero. Se 
encontrara bajo esta hipdtesis 

an + i _ . n _ 1 

&n ft + 1 1 xi 

1 T n 


y en consecuencia A = 1. La serie (4) sera pues convergente o divergente 
segun el valor numerico dexsea inferior o superior a la unidad. 

Corolario 3. Si para la serie (1) se toma a la siguiente 

(5), E U(n-l) » (h-«+1) n 

1 ’ 1 *’ 1-2 . 1*2*3... n 

en donde p designa a una cantidad cualquiera, se encontrara 


an + i 
an 


V-n 
n+ 1 


1- 


E 

n 


y en consecuencia, 


A - lim ~ 


-= 1 . 


Se concluira que la serie (5) es, al igual que las series (3) y (4), 
convergente o divergente, segun que se atribuya a x un valor numerico 
superior o inferior a la unidad. 
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Corolario 4. Consideremos aun a la serie 


( 6 ) 


’ r 1-2* 1* 2- 3 ’ 
Como en este caso se tendra 


1*2-3... n ■" ‘ 


an +1 _ 1 

&n n + 1 

y en consecuencia 

A = — ~0, 

OO 

se concluira que la serie es convergente entre los limites 

x= -o = "“- * =+ o =+a ’' 

es decir, para todos los valores reales posibles de la variable*. 
Corolario 5. Consideremos en fin a la serie 

(7) 1, 1-x, 1 -2-x, 1 • 2 • 3 x 3 . 1*2-3... n-x\ ... , 

A1 aplicarle el teorema 2, se encontrara 

4 n + j . . 

- =n + 1 , A = oo. 

an 


y se tendra en consecuencia, 



Se concluira que la serie (7) es siempre divergente, salvo en el caso en 
que se suponga* = 0, caso en el cual ella se reduce a su primer termino 1. 

A1 examinar los resultados que acabamos de obtener, se reconoceri 
de inmediato que, entre las series ordenadas segun las potencias ascen- 
dentes y enteras de la variable*, algunas son convergentes o divergentes, 
segun sea el valor atribuido a esta variable, mientras que otras son siempre 
convergentes cualquiera que sea x, y otras siempre divergentes, salvo 
cuando *=0. Se puede anadir que el teorema 1 no deja duda acerca de 
la convergencia de la serie salvo en ei caso en el que el valor numerico de 


xsea igual al valor constante positivo representado P or ^> es decir, cuando 


se supone 



Curso de anal is is 


177 


En este caso particular, la serie puede ser convergente o divergente, 
y la convergencia depende algunas veces del signo de la variable x. Por 
ejemplo, si en la serie (4), para la cua \A = 1, se hace sucesivamente 

x= 1, x-- 1 


se obtendran las dos siguientes 


( 8 ) 


i.i.i. i. 

* 2 3 4 ’ 


(9) 


- 1 , 


1 1 
+ 2* 3* 



de las cuales la primera es divergente (vease en el §2 el corolario del 
teorema 3) y la segunda es convergente, tal y como resulta del teo 
rema 3 (§3). 

Es importante senalar que como consecuencia del primer teorema, 
cuando una serie ordenada segun las potencias ascendentes y enteras de 
una variable x sea convergente para un valor numerico de x diferente de 
cero, ella permanecera convergente, si es que se disminuye este valor 
numerico o bien si es que este disminuye indefinidamente. 

Cuando dos series, ordenadas segun las potencias ascendentes y 
enteras de la variable x, son convergentes para un mismo valor de la 
variable, se les pueden aplicar los teoremas 5 y 6 del §3. Esta observacidn 
basta para establecer las dos proposiciones siguientes. 

Teorema 3. Supongamos que las dos series 


do, a\Xj dix , ... an)? , ... 

( 10 ) 

bo, b\X , hx , ... bnd*, ... 

son simultaneamente convergentes cuando se atribuye a la variable x un cierto 
valor i y que sus sumas son respectivamente sy s 

(11) ao + bo; (*i + £i)x; (ai + bi)s?\ ... ; ( a n + b„ )V*; ... 
sera, en el mismo caso, una nueva serie convergente que tendra por suma 
s + $'. 
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Corolario. Se extendera facilmente este teorema al caso de tantas 
series como se quiera. Por ejemplo, si las tres series 

do, a\x t . 

fo, b\x, fox , , 

Co, CiX, Cist , ... , 

son convergentes para un mismo valor atribuido a la variable x, y si se 
designan por.r, r',r" a sus sumas respectivas, 

do + fo + Co] ( di fo + C\ ) x ; ( az fo + ci)x ; ... ; 
sera una nueva serie convergente, que tendra por suma s + s ' + s". 

Teorema 4. Bajo la misma hipotesis que en el teorema anterior, si ademds 
cada una de las series (10) es convergente al reducir sus terminos a sus valores 


( 12 ) 


&o fo] ( do fo + di fo ) x] ( do fo + di b\ + a 2 fo )x 2 ] ... \ 


... ; ( do bn + a\ b» - i +... + a n - i fo + a n a n fo ) jc 2 ; ... 
sera una nueva serie convergente que tendra por suma s s’. 

Corolario 1. El teorema anterior esta comprendido en la formula 
( de + di x + d2 x +... )( fo + fox + fox +... ) 


(13) 


— aofo+ (a<> fo + a\ fo)x+( a<> fo + ai fo + az fo )x +... 


que subsiste en el caso en el que cada una de las series (10) sea convergente, 
cuando se reducen sus diferentes terminos a sus valores num£ricos, y sirve 
en ese caso para desarrollar bajo esta hipbtesis el producto de las sumas 
de las dos series en una nueva serie de la misma forma. 

Corolario 2. Al repetir varias veces la operaci6n indicada por la 
ecuacion (13), se podran multiplicar entre ellas las sumas de tres o mas 
series semejantes a las series (10), si es que cada una es convergente despues 
de la reducci6n de sus diferentes terminos a sus valores numericos. El 
producto obtenido seria la suma de una nueva serie convergente ordenada 
segun las potencias ascendentes y enteras de la variable x. 

Corolario 3. Si en los dos corolarios anteriores se suponen iguales 
todas aquellas series cuyas sumas se multiplican, se obtiene como pro- 
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ducto una potencia entera de la suma de cada una de ellas; y esta potencia 
se encontrara representada por la suma de una serie del mismo genero. 
Por ejemplo, si en la ecuacion (13) se hace ao = b 0 , a x - b \, 
a 2 = h , ... , se concluira 

(14) (rfo + *i.r+<* 2 X +... f = ao + 2 aoaiX+(2aoa2 + a 2 i )x +... . 
Corolario 4. Si se toman como terminos generales de las series (10) 
H(ll- l)(p-2)... (p-»+l) n 

1*2-3... * 


l)(p' -2)...(p'-»+JJ n 

12 - 3 ... * 

donde p, p' designan a dos cantidades cualesquiera, y la variable x se 
encuentra entre los limitesx = - l,x = + 1, cada una de las series (10) sera 
convergente aun cuando se reduzcan sus diferentes terminos a sus valores 
numericos, y el termino general de la serie (12) devendra 

f u(p-l)... (u-n+ 1) p(p - 1)... (p-a + 2) p* , 

[ 1-2-3 ...» 1 ■ 2 - 3 ... (»- 1 ) 1 

U H , (u , -l)...(H , -» + 2) n' (p'-1),.. (p'-»+ 1 ) 

1 1-2-3...(»-l) 1-2-3... n) ) 

(p + p' )(p + p' -l)(p + p' -2)... (p + p' - « + l) n 

1-2-3... n 

Dicho esto, si llamamos ( p ) a la suma de la primera de las series 
(10) bajo la hipotesis que acabamos de hacer; es decir, si se supone 

(15) + + + 

las sumas de las series (10) y (12) seran designadas respectivamente por 
cp(p),(p(p' )J de modo que la ecuacidn (13) devendra 

(16) <p(p)(p(p') = tp(p + p'). 

Cuando en la ecuacidn (13) se reemplaza la suma de la serie 
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bo, b\X, bi x, ... 

por un polinomio compuesto de un numero finito de terminos, se 
obtiene una formula que no cesa jamas de ser exacta mientras que la serie 

a 0 , aix, a 2 x , ... 

permanezca convergente. Es lo que probaremos directamente al establecer 
el siguiente teorema. 

Teorema 5. Si al ser la serie (1) convergente, se multiplica la suma de esta 
serie por el polinomio 

(17) kiT + h!*- 1 + ... + px+q, 

en el cual m designa a un numero entero, se obtendrd comoproducto la suma de urn 
nueva serie convergente de la misma forma, en la cual el terminogeneral sera 

(qa n + pa n -\ +... + la„- m +\ + ka n -m)x n , 
siempre que se consideren como nulas en losprimeros terminos aquellas cantidades 
a n-\, a n ~ 2 , • • • , a» ~ m + 1 , an - m 
que tengan indices negativos; en otros terminos, se tendra 

(kx m + lx m ~ x +... +px+ q )( ao + aiX+ aiX 2 + ... ) 

= qao + (qa l +pao)x+... +(qa m +pa m -i + ... + la\ + kao)*? 

( 18 ) 

+ . 

+ (qan+ pa n ~\ + ... + la n -m + \ + kan-m + .- - . 

Demostracibn. Para multiplicar la suma de la serie (1) por el 
polinomio (17), bastara multiplicarla sucesivamente por los diferentes 
terminos de este polinomio. Se tendra pues 

(kuT + lx m ~ l +... +px+q)(a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + ... ) 

= ao + a\ x+ a 2 x +... ) +px( a 0 + a 1 x+ a 2 ^ + ... ) 

+ . 

+ lx* 1 (ao + a t x + a 2 x z + ... ) + k V” ( ao + a, x + a 2 o? + ... ). 
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Como se tiene ademas, para los valores enteros de n, 
q ( Oo + d\ x + 0 -ix +... + a n - \X ) 

= qao + qaiX+ qa 2 x +... + qa n -\£ 
se concluira, al hacer crecer n indefmidamente y al pasar al Iimite, 
q ( ac 4- tf t x + aix + ... ) = qao + qa\x + qaix 2 +... . 

Se encontrara igualmente 

px ( oq + a\ x + a 2 x* + ... ) = pa 0 x + pa\ x + pa 2 x* +... , 


lx m '{ao + atf+a# +... ) = la 0 x! n ~ i + laix m + \a 2 x m + l +..., 
kx^( a 0 + a\X + + ... ) = kao V” + ka i ^ n + 1 + kaz^"* 1 +.... 

Si se suman estas tiltimas ecuaciones, y si al formar la suma de los 
segundos miembros se reunen los coeficientes de las potencias semejantes 
de la variable x, se obtendra precisamente la formula (18). 

Concibamos ahora que en la serie (1) se hace variar el valor de x por 
grados insensibles. Mientras que la serie sea convergente, es decir, 
mientras que los valores dex esten comprendidos entre los Umites 


A' 


1 



la suma de la serie sera (en virtud del teorema 1, §1) una funcion continua 
de la variable x. Sea (p (a:) esta funcidn continua. La ecuaci6n 

cp (j:) = <hi + ajx+ aix +... 


permanecera valida para todos los valores de x comprendidos entre los 

limites - + “; lo que indicaremos escribiendo esos limites junto a 

A A 

la serie, como se muestra aqui 


(19) 


q>(x)-ao + aiX + 


a 2 x z + ... x A> + A 

\ 


Cuando la serie se supone conocida, es posible en ocasiones deducir 
el valor de la funcion cp ( a:) bajo forma finita; y es eso lo que se suele 
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llamar como sumar la serie. Pero en la mayor la de los casos la funcion 
<p ( at) esta dada y de lo que se trata es de reconvertirla en la serie o, en 
otras palabras, de desarrollar la funcibn en una serie convergente ordenada 
segun las potencias ascendentes y enteras de la variable x. Es facil 
establecer a este respecto la siguiente proposici6n. 

Teorema 6. Una funcion continua dc variable x no puede desarrollarse 
mas que de una sola forma en una serie convergente ordenada segun las potencias 
ascendentesy enteras de esta variable 

Demostracion. En efecto, supongamos que se ha desarrollado la 
funci6n (p ( x ) por dos metodos diferentes; y sean 

a o, a\x, a 2 x , ... a n x , ... 

bo, b\x, bix , ... b n x , ... 

los dos desarrollos; es decir, dos series que, siendo convergentes para todos 
los valores de x diferentes de cero, tengan como suma a la funcidn 
<p ( x ) . A1 ser cons tan temente convergentes esas dos series para valores 
numericos muy pequenos de x, se tendra para esos valores, 

ao + d\ x + x + ... = bo + b\ x + bi£ +... . 

A1 dejar desvanecerse el valor de x se obtiene de esta ecuacion 

a$ = bo 

de ellos resulta que se le puede reducir en general a 
a\ x + a 2 x + ... = b \ x + bi x 2 + ... 
o, lo que es equivalente, 

x( a\ + a 2 x + ... ) =x( b\ + b 2 x +... ). 

Si se multiplican por ^ los dos miembros de esta ultima ecuacion, se 
obtendra la siguiente igualdad 

A\ + a 2 x +... = b\ + b 2 x +... , 

que debera permanecer valida para valores numericos muy pequenos de 
la variable x; de esta se concluira, al hacer x = 0, 


a\ - b\. 
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A1 continuar de la misma forma se hara ver que las constantes 
ao,ai,ai,... son iguales, respectivamente, a las constantes h,b\, 
> de donde se concluye que los dos desarrollos de la funcion 
9 ( x ) son identicos. 

El calculo diferencial nos provee de metodos muy expedites para el 
desarrollo de las funciones en series. Expondremos mas tarde esos 
metodos; por lo pronto solo daremos a conocer dos desarrollos que 
remitiremos a su vez al desarrollo de la funcion ( 1 + x , en donde p 
designa a una cantidad cualquiera 11 . Se trata de las funciones 


jf y L(l+x), 

donde A designa a una constante positiva y L a la caractenstica de los 
logaritmos en un sistema arbitrario. En consecuencia, vamos a resolver 
uno a uno los siguientes problemas. 

Problema 1. Desarrollar, cuando sea posible, la jundon (1 + xf en una 
serie convergente ordenada segun las potendas ascendentes y enteras de la 
variable x. 


Solucibn. Si suponemos primero p - w, con m un numero entero 
arbitrario, se tendra por la formula de Newton, 




m( m - 1 ) 
1-2 * 


La serie cuya suma constituye el segundo miembro de esta formula 
esta siempre compuesto de un numero finito de terminos; pero si se 
reemplaza el numero m por una cantidad arbitraria p,, se obtendra una 
nueva serie, a saber 

< 5 > , + E^liIiUliX^... 

1 1-2 


11 Los metodos para dar a conocer el desarrollo en serie de potencias de una funcion continua 
se dan en la Leccion 19 del Cttkulo Infinitesimal. Es importante senalar a este respecto que 
con ello Cauchy reconoce que solo para el teorema del binomio de Newton, que presenta 
a Gontinuacion, es posible dar una demostracidn con los recursos exclusivos del Analisis 
Algebraico. Para un manejo completo del desarrollo en serie de una funci6n continua, 
particularmente el dearrollo de Taylor, sera necesario apoyarse sobre los recursos del Analisis 
Infinitesimal 
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ia cual se compone, en general, de un ntimero indefmido de terminos y 
sera convergente s61o para los valores numericos de x inferiores a la 
unidad. Sea, bajo esta hipotesis, <p ( p ) la suma de la nueva serie, de mode 
que se tiene 

(15) (p (p ) = 1 + ~ 1 + ( x =- 1, x=+ 1 ). 

En virtud del teorema 1 del §1, tp ( p ) sera una funcion continua de la 
variable p entre dos Hmites arbitrarios de esta variable y por el corolario 
4 del teorema 4 del §4 se tendra 

(16) (p(p)cp(p') = (p(p+p'). 

Esta ultima ecuaci6n, al ser igual a la ecuaci6n (2) del capltulo V (§1), se 
resuelve de la misma forma por lo que se concluira 

<p(n)=tcp(i)r =(i+^y*. 

Una vez determinado el valor de cp ( p ), si se le sustituye en la 
frirmula (15), se encontrara, para todos los valores de x comprendidos 
entre los Hmites *=-ly*=+l 

(20) (l+xf = l + ^x+ ^| l ~ 1 ^ + ... (jc — — 1, * = + 1 ) 12 . 


12 Como se puede observar, la prueba de Cauchy de la f6rmula del blnomio de Newton se 
apoya en la ecuacion funcional desarrollada en el capltulo V. Elio exige la condicion de 
continuidad de Ia funcibn (p ( p ) con lo cual Ia formula de Newton adquiere tambien el 
caracter de ser un morfismo continuo. Claramente la condicion de continuidad de la funcibn 
<p ( p ) se apoya a su vez sobre el teorema 1 del §1 el cual ya hemos comentado en la nota 2. 
Como se mencionb anteriormente en esa misma nota 2, Abel estudia en su memoria 

de 1826 el desarrollo de la serie 1 + y x + ULLzL—Lljf + — ( m -X1L2L — ^-l x i +.,, , 

la cual coincide con la expresibn ( 1 + x )" si m es un numero entero positivo (en cuyo caso 
se trata de un polinomio con m+ 1 terminos). Abel plantea pues en esa memoria (y a 
sabiendas de que no puede utilizar la propiedad de continuidad utilizada por Cauchy) como 
problema principal el siguientc: “Enconlrar la suma de la serie 

. m m(m-l) 2 m(m-l)(m-2) 3 . 

1+JX+ —— L X + — 1 - 12 3 -+ • • •» P ara todos los valores reales o imagi- 

narios dexydem para los males la serie es convergente Desde luego que el resultado de Abel, 
valido tanto para el caso real como para el complejo, asegura que la serie 

. m m(m— 1) i m( m - l )( m - 2) j . . . 

l + yjc +-- i 2 —* +— 1 -j—yy- x+... es igual a( 1 + *) siempre que 
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Cuando el valor numerico de x es superior a la unidad, la serie (5) 
no es convergente y deja por lo tanto de tener una suma, por lo que la 
ecuacion (20) ya no subsiste. Bajo la misma hipdtesis es imposible, como 
se probara mas tarde con ayuda del caclulo infinitesimal 13 , el desarrollar 
la funcion ( 1+xf en serie convergente ordenada segun las potencias 
ascendentes y enteras de la variable x. 

Corolario 1. Si en la ecuacidn (20) se reemplaza [i por y * por 

a x, en donde a designa a una cantidad infinitamente pequena, se tendra 
para todos los valores de ax que se encuentran entre los limites — 1 y 
+ 1, o lo que es lo mismo, para todos los valores de x entre los limites 

y +—, ' 
n 7 cl * 


(l+a*)« = l + Y + -“j(l-a) 



1-2-3 

1 


1 -a)( 1 -2a) + ... 


Esta ultima ecuacion debe subsistir no importa cuan pequeno sea el valor 
numerico de a. Si como de costumbre designamos con el simbolo lint, 
antes de la expresidn que incluye a la variable a, al limite al cual converge 
esta expresion, mientras que el valor numerico de a decrece indefmida- 
mente, se encontrara al pasar al limite 


( 21 ) 


lim ( 1 + ax )« = 1 + y + i. 2 + 1.2 ■ 3 + 

(x = -oo, x = + oo ) . 


Nos queda por encontrar el limite de ( 1 + ax)<* . En primer lugar 
podremos obtener de la formula precedente 


my x sean reales y | x \ < 1, y es convergente bajo la condition de que el m6dulo de x 

cumpla | x | < 1 sioryjMsoncomplejos. ... . .. 

Como se puede ver a partir de este planteamiento, Abel, al igual que Cauchy, solo 
considerara la suma cuando se trate de una serie convergente. 

13 Lection 19 del Calculo Infinitesimal. 
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1 1 i 2 

lim ( 1 + a )“ = 1 + 7 +- 

1 1*2 

O, en otras palabras, 


l 3 

1-2-3 


+ ... 


{“) (i 

en donde e designa a la base de los logaritmos neperianos \Cfr. §1, 
ecuacidn (6)]. Se conduira de inmediato 

_L 

lim ( 1 4 - a x )a, = e , 

y en consecuenda 

lim{ 1 +<x*)SI = /m»[( 1 +ajt)^] = /. 

Si ahora se pone el valor de lim ( l + ax )A en la ecuaci6n (21), se obtiene 
la siguiente 


(23) ^=l + ^ + - 




( X--0O, x= + 00 ). 


( 6 ) 


11-2 1-2-3 

Se podrla llegar directamente a la ecuacibn (23) al observar que la serie 


i * jL. 

* l 1 1-2* 1-2-3’ 


es convergente para todos los valores posibles de la variable x, y al buscar 
a la funcion de x que represente a la suma de esta serie. En efecto, sea 
9 ( x ) k suma de la serie (6) que tiene como termino general a 

n 

"I » 9 (j) sera la suma de la serie que tiene a-- 

I' 2 * 3 -? 1-2-3... n 

como termino general por lo que, en virtud del teorema 6, §3, el producto 
de esas dos sumas es la suma de una nueva serie cuyo termino general sera 

-^- + -- Z + + £_ /" 

1-2-3...B 1-2-3... ( »- 1 ) 1 ' 11-2-3...(»-l) 

+_z!_ = 

1-2-3... n 1-2-3... n 


Este producto sera entonces igual a <p ( a: +y ); y en consecuenda, si se hace 
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(P(a:)=1+ T + —+ 


1 1*2 1-2-3 

la funcion q>( x ) verificara laecuaci6n<p(x)<p(jO = < P(* + J')- 
A1 resolver esta ecuacion, se obtendra 

<p(*)=(<p(i)f=^ 1+ Y + Y^ + 77i7i + '"j ;es decir -<P(*)= ,! ‘- 


Corolario 2. Si se resta la unidad a cada uno de los miembros de la 
ecuacion (20) y estos se dividen entre )A, la ecuacion que se obtiene se 
podra escribir como sigue 


d+xt-' 


= x- 


(x~- 1, x-+ 1); 


y si en esta ultima ecuacion se hace a (A converger a cero, se encontrara, 
al pasar al limite 


(24) 


lint 






Ademas, si se designa por / a la caracterlstica de los logaritmos neperianos 
tornados en el sistema de base e, se tendra claramente 1 + x~ 1 +x \ 


( 1 + * )= /('-)= 1 + alLL±il + HlliLl± 


*l£ 


y se concluira 

^ 1+X ^* ' =/(l+x) + ^[/(l+j )] 2 + - 

t» 2 

y en consecuencia 

lim ^ 1+X ^ ~ = l(l+x). 

Con esto la f6rmula (24) deviene 


(25) 
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(26) /( 1= + j-... ( x =- 1, x = + 1 ). 

La ecuacion anterior subsiste mientras que el valor numerico de x 
sea inferior a la unidad, y en ese caso la serie 


(27) 




es convergente al igual que la serie (4) de la que difiere tan solo en los 
signos de los t£rminos de grado impar. Las mismas series devienen 
divergentes en cuanto se supone al valor de x superior a la unidad; la 
ecuacion (26) debe entonces subsistir, de modo que se tiene 

(28) Z(2) = l —| + + . 


Si se tomara x= - 1, la serie (27) seria divergente y no tendria suma. 
Se puede observar tambien que si al escribir - x en lugar de * en la 
formula (26), se cambian a la vez los signos de los dos miembros, se 
obtendra la siguiente 

(2,) / (t^) = * + 2 + I + - 


Problema 2. Desarrollar la funcionA *, en dondeA designa a un numero 
arbitrario, en una serie convergente ordenada segun las potencias asandentesy 
enteras de la variable x . 


Solucion. Designemos por la caracteristica l, como siempre, a los 
logaritmos neperianos tornados en el sistema de base e. Se tendril, por la 
definition de los logaritmos, = 1 y se concluira 

(30) A^e xlij1 \ 

En consecuencia, y tomando en cuenta la ecuaci6n (23), se tendra 

f-x | ilA . dlMt , dllAl , 

1 1*2 1*2-3 

(ar= -oo, jc= + oo) 


( 31 ) 
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Esta formula subsiste para todos los posibles valores reales de la 
variable x. 

Problema 3. Desarrollar, cuando sea posible, a lafunaott L ( 1 + x ) en 
serie convergentey ordenada segun las potencias ascendentesy enter as de la vartable 
x; en donde la caracteristica L designa a los logaritmos tornados en el sistema 
cuya base es A . 

Solucibn. Designemos por / a la caracteristica de los logaritmos 
neperianos; en virtud de las propiedades conocidas de los logaritmos se 
tendra, 


L( 


1 +*) = 


L( l+x) _ /( 1 + x) 
L(A) 1(A) 


y en consecuencia, al tomar en cuenta a la ecuacibn (26), se encontrara 
que para todos los valores de x comprendidos entre los Hmites 
- 1 ,+ 1 , 


L ( 1 +*)= 


1(A) 



( x — ~ 1, ar= + 1 ). 


Esta ultima fbrmula subsiste en el caso en el que se tomax — 1 
deja de cumplirse cuando se supone que x = — 1 b x 2 > 1 


. Pero 


14 L Euler da en el capitulo VII de su Introductio in Anafysin Infinitorum una solucidn a este 
mismo problema y para ello se apoya tambien en la fdrmula del binomio de Newton. Un 
anilisis mas detallado de la solucidn de Euler nos permite encontrar, sin embargo, algunas 
diferencias importantes. 

Euler parte de una cantidad arbitraria a y una cantidad infinitamente pequena ©, corao 
debt ser mayor que 1 si a > 1, se tiene a* = 1 + y, en donde y es otra cantidad 
infinitamente pequena. Ello permite cxpresar a esta ultima en funcion de la primera: 
y = k (0. De esto se concluye d* « 1 + *©. Si l designa a la caracteristica de los logaritmos 
cuya base es a, se tiene {£> = /,( 1 + k G>). 

De la igualdad 4 “ = 1 + k V se obtiene d * = ( 1 + * to )' para cualquier valor i \ y por 
la f6rmula del binomio de Newton esta ultima es igual a 


+ *- *V 4 - *’ ( 1 >* *’ ~ * )( - 3 W 


Euler toma a un numero finite z y hace i = concluye que el numero i debe ser 
03 

infinitamente grande debido a que © es infinitamente pequeno. La igualdad anterior se 
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transforma en d* *( 1 + io) ={ 1+i-) 1 , Por la misma formula de Newton, esta 
ultima sera igual a 

2i- 31 2 /■ 3 /• 41 

Como se supone que » es una magnitud infinitamente grande, Euler considcra que el 

valor de un cociente de la forma ^ de donde cl valor de la serie se torna 

( n + 1 ) i « + 1 

j© , i ^ a ^ a A r 
<r = 1 -t- + —— +-+-+ ... . 

2 2-3 2-3 4 

Si se supone que im = 1, entonces la expresibn 

, . k 1 k 1 k A 

a= 1 +* + — +-+ —-— + 

2 2 ■ 3 2-3-4 

establece la relacion entre los valores de a y de k. 

De la igualdad <3=Z,(l + *)sc tiene que / o) * L ( 1 + k © )‘, y puesto que “es claro 
que conformed numero i se incrementa, la potencia( 1 + A to J'rebasaelvalordelaunidad” 
(L Euler, Introductio in Anafysin Infinitorum Cap. VII), se puede suponer que 
( l + ^o))=(l+*)yse tiene ; <a = L( 1 + k(x ) )* = Z, ( I -fa:). De la relaci6n anterior 
{ 1 + k(a )' = ( 1 + x), Euler establece que (1 + *<b) = (1+*)|, de donde 
10) ■ j[ ( I+*)7-I ], al desarrollar nuevamente con el termino que se encuentradentro 
del parentesis utilizando la fbrmula del binomio de Newton, obtiene 
L( 1 + *)*/© = (l+x)7-l ] 

< 1-2/ 12, 3, 1-2,-3, 4/ + ' ) *)• 

Al tomar nuevamente en cuenta que i es una cantidad infinitamente pequefia, Euler 

establece que un cociente de la forma ~‘~ l = —, de donde obtiene que 
»+1 »+I n 




J * 3 

* 2 + 3 ' 




Lo cual permite reencontrar el calculo de Cauchy, visto que la relaci6n entre las 
cantidades a y k permite establecer que k — /( a ) — ei logaritmo natural de a— . 

Es necesario aclarar que este pesado calculo de Euler esta sustentado, por una parte, 
sobre un manejo de las cantidades infinitamente pequenas e infinitamente grandes que 
resulta inaceptable para Cauchy, por otro lado, sobre la fdrmula del binomio de Newton 
- al igual que para Cauchy- pero la cual esta justificada en Cauchy a partir de la 
demostracion propuesta en este mismo capitulo. Euler consideraba valida la fbrmula del 
binomio en su caso general a partir de una general izac ion formal de la misma para el caso 
de un exponente entero y finito. Este es un caso tipico de los “procedimientos obtenidos 
mediantc la general izacidn del algebra” a los que Cauchy alude en su introducci6n y que 
obligan a replantear el fundamento del Analisis Algebraico. 



VI 


(Capitulo X) 


Sobre las raices reales o imaginarias 
de las ecuaciones algebraicas cuyo primer 
termino es una funcion racional y entera 
de una sola variable 

[Resolucion numerica de algunas ecuaciones 
de esta especie mediante el algebra 
y la trigonometria] 


§1. Se puede satisfacer cualquier ccuacion cuyo primer 
termino es una funcion racional y entera de la variable 
x para valores reales o imaginarios de esta variable 
Descomposicion de polinomios en factores de primero 
o de segundo grado. Representacion geometrica de los 
factores reales de segundo grado 

Consideremos una ecuacion algebraica cuyo primer miembro sea 
una funcion racional y entera de la variable x. Si n representa el grado de 
la ecuaci6n, esta se podra escribir de la siguiente forma 

(I) Oo X* + d\£ 1 + diX* 2 + ,.. + On - i X + O n = 0 , 

ao , a\, ai ,... a n -i,a n son los coeficientes constantes, reales o imagi- 


1 El tcxto entre parentesis se refierc al §2 y § 3 que no estan induidos en nuestra edici6n. 


192 


Augustin-Louis Cauchy 


narios. Llamamos ratz de esta misma ecuacion a toda expresi6n real o 
imaginaria que al ser sustituida en lugar de la inc6gnitaxhace al primer 
miembro igual a cero. Supongamos primero que las constantes 
a o , a\, ai ,... a n son s61o cantidades reales; si al sustituir dos valores 
reales de a: en el primer miembro de la ecuaci6n (1) dan dos resultados 
de signo contrario, entonces, se concluira del capitulo II (§2, teorema 4) 
que la ecuacidn (1) admite una o varias raices reales comprendidas entre 
esos valores. Resultara que cualquier ecuacion de grado impar tendra al 
menos una raiz real. En efecto, si n es un numero impar, el primer 
miembro de la ecuacion (1) cambiara de signo junto con su primer 
termino^y 1 , siempre quese leatribuya a la variable x un valor numerico 
suficientemente grande y pase de positivo a negativo (ver el teorema 8 
del Cap. II §1). 

Cuando n es un numero par y la variable x es real, la cantidad V* 
permanece positiva; el primer miembro de la ecuacidn (I) es, para valores 
numericos muy grandes dex, constantemente del mismo signo que ao. Si 
bajo la misma hipdtesis, a n y ao son de signo contrario, el primer miembro 
cambiara de signo cuando x pase de un valor numerico muy grande a 
uno muy pequeno dejando a la variable siempre positiva o siempre 
negativa. La ecuacion (1) tendra entonces dos raices reales, una positiva 
y la otra negativa. 

Cuando n es un numero par y oq y a n son del mismo signo, puede 
suceder que el primer miembro de la ecuacion (1) permanezca, para todos 
los valores reales de x, del mismo signo que a 0 sin anularse jamas. Esto 
es lo que sucede, por ejemplo, para cada una de las ecuaciones binomiales 

x 2 + 1 - 0, x +1=0, x+l=0, .... 

En un caso semejante, la ecuacion (1) no tendra mas raices reales; 
pero se satisface al tomar por x a una expresi6n imaginaria 

u + v V-I , 

donde u , v designan a dos cantidades reales y finitas. Esta proposicion, 
y aquellas que acabamos de establecer, estan incluidas en el siguiente 
teorema. 

Teorema 1. Para cuaksquiera valores reales o imaginarios de las constantes 
a 0 ,ai,a 2t ... a n ~\, a ni la ecuacion 
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(1) ao^ + axx” 1 + aix n 2 +... + a n ~ix+a n ~0, 

enlacualn designa a un numero entero igual o mayor a la unidad, time siempre 
raices reales o imaginarias . 


2 La demostraci6n del teorema fundamental del algebra que presenta Cauchy enestecapitulo 
tiene como objetivo, ademas de su demostracibn, el de reeomponer totalmente sus 
antecedcntes tebricos asi como los vinculos que lo relacionan con otras proposiciones. La 
relacion que pueden guardar entrc si los coeficientes de una ecuacibn y el grado de la misma 
con la existencia y el numero de raices, es un problema que nos remite al dlgebra de Cardano 
y de Viite. Este ultimo muestra en su De aequationum recognition et amendatione (1615) la 
posibilidad de construir una ecuacibn general de tercer ydecuarto grado a partir de factores 
lineales. Por otro lado, respecto al numero maximo de raices de una ecuacibn y su relacion 
con el grado de la misma, el importante antecedente que para este problema son tanto el 
tratado Invention nouvelle tn I’a&bre de Girard como La Geometna de Descartes conducen. 
en la estructura d z\ Analisis Algcbraico, al problema de la interpolaadn tratado en el capitulo 
I V(Cfr. nota 3 del capitulo IV) y al cual se vincula la prueba de que un polinomio de grado 
n es divisible entre cada uno de los n factores lineales formados por sus raices. 

Detras del enunciado que presenta aqui Cauchy para este teorema se entrclazan vanos 
problemas que en algun momento fucron tratados de manera separada y, por otra parte, 
no aparecen elementos que en algun otro momento fueron tratados junto con el problema 
de encontrar las raices de una ecuacibn. Podemos decir que de los problemas mas 
importantes que se vinculan al teorema fundamental del algebra se encuentran los siguientes: 

1. Se trata de probar la existencia de las raices de un polinomio. 

2. Se trata de anatizar la forma que pueden tomar dichas raices. 

3 . Se trata de encontrar el numero de raices que pueden existir para un polinomio. 

4 . Se trata de identificar a las raices de un polinomio a partir de los factores que lo dividen. 

Podemos decir, y de ahi el orden en el que estan presentados estos problemas, que para 

Cauchy el teorema 1 se refiere a los dos primeros. Todo lo que se pueda decir acerca de la 
naturaleza de las raices de una ecuacibn, esta subordinado a la prueba de su existencia. E 
tercer problema es analizado en cl teorema 3. El cuarto punto es tratado tambicn en el 
teorema 2 y ya fue tratado indirectamente en el teorema 2 del capitulo IV. 

Histbricamente el primer problema en aparecer es el que se refiere al numero de raices 
de una ecuacibn. Ya hemos visto como es que este problema, vinculado a la tradicion de 
Girard y Descartes (Cfr. nota 3 del capitulo IV), involucra tambien al cuarto: si es posible 
identificar a un polinomio P(x) de grado n con un producto 
( x — Xi )(r-*i)... ( x — x* ) es porque el polinomio admite tantas raices como su grado. 
Esta identificacibn supone no sblo el que si el polinomio P(x)c$ divisible entre el factor 
( x-Xi ) el valor Xi es una raiz del mismo (hecho que se deriva trivia!mente), sino que, 
igualmente, P(x) seri divisible entre (x - x { ) siempre quex, sea una raiz. Este problema, 
converso del anterior y cuya prueba no es trivial, esta para Cauchy mas vinculado con el de 
la intcrpolacidn, como lo muestra su demostracibn en los teoremas 1 y 2 del §1 del capitulo IV. 

Y es precisamente el que no se plantee expUcitamcnte como problema cl demostrar la 
existencia de las raices del polinomio P( x ) lo que hace posible que, en relacibn a la identidad 

/>( x ) _ J-J ( x - xi ), sea necesario aclarar que tipo de valores hacen posible esta igualdad. 
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Demostraci6n. Designemos por f(x) al primer miembro de la 
ecuacion X ) sera una funcion real o imaginaria pero siempre entera 
de la variable x, y como toda expresion real u esta comprendida como 
caso particular en una expresion imaginaria u + v^P-i , bastara, para 
establecer el teorema, demostrar que se puede satisfacer la ecuacion 

0 ) /(*) = 0 , 

al tomar 

x= u + v'Fl , 

y despues atribuir a las nuevas variables u y v valores reales. Asi, si se 
sustituye el valor precedente de* en la fimci6n/( x), el resultado sera 
de la forma 

<p(u,v) + 'P 1 x 

V( u > v )>X(h> v ) designan a dos fiinciones reales y enteras de las 
variables uy v . Dicho esto, la ecuacion (1) deviene 

y{u,v) + 'PA x («.») = 0 ; 


Descartes asegura que es necesario, a falta de una prueba de su existencia, imaginar a las 
cantidades que hacen posible una igualdad de esc estilo. El debate sobre las cantidades 
imaginarias continua a lo largo de los siglos XVII y XVIII hasta que D’Alambert prueba 
(Invatigadoncs sobrt el Cdlculo Integral) que dichas cantidades solo pueden ser de la forma 
x +y >Pi. El mismo prueba por primera vez que si una cantidad de la forma x +y es 
raiz de una ecuacibn, tambien lo sera la cantidad x+y V^l; este hecho permite asegurar 
que el numero de raices de la forma x +y>f—l siempre es par. Si el polinomio es de grado 
impar la unica forma de conciliar este resultado con la afirmacibn de que el numero de 
raices debe ser igual al grado de la ecuacion, es la afirmacibn de que una ecuacion de grado 
impar tiene al menos una raiz real (resultado parcialmente probado por Cauchy en el 
teorema 8 §1 del capitulo II, en donde como lo scnalamos, no utiliza la hipotesis de la 
continuidad). Cabe aclarar, fmalmcntc, que cl problema atacado por D'Alambert y que lo 
lleva a intentar — en la obra citada— una prueba del teorema fundamental del ilgebra, es 
el de la descomposicibn de las fracciones racionales para su integracibn (el problema de la 
descomposicibn de las fracciones racionales es remitido por Cauchy al capitulo XI). 

Todo lo anterior permite entender por qufc es que en la mayor parte de las aproximaciones 
a este problema (de Descartes a Lagrange y Gauss, pasando por Euler y D’Alambert) se lc 
trata como un resultado acerca de la factorizacibn de un polinomio. 

Esta forma de caracterizar a una funcibn de variable compleja fue dada posteriormente 
por B. Riemann en 1854,y a quien se le atribuyegeneralmente el meritode haberintroducido 
esta notacibn. Esta definicibn refleja esencialmente el hecho de que se asigna a un valor 
complejo u + iv otro valor complejo de la forma <{> ( a , v) + t'x( u , v) en donde 
(p(«,w) y x( u > v ) son valores reales que dependen de los valores reales u y v que 
determinaron a la variable u + iv. 
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y, para satisfacer esta ecuacion bastara verificar las dos ecuaciones reales 
<p ( u , v ) - 0, 

(2) 

%(u,v)=0 

o, lo que es lo mismo, la ecuacidn 

(3) ltp(«,v)] 2 +[x(«,»)] 2 =0. 

Asi, si se escribe, para mayor comodidad, 

(4) F(u,v)=[ip{u,v)¥ +[x(u,v)]\ 

s61o faltara mostrar que se pueden obtener valores reales uyv adecuados 
para anular a la fiincion 

F(ttyV). 

Y esto se lograra sin dificultad a partir de las siguientes considera- 
ciones. 

Primero, para determinar el valor general de la funcion /*( u , v ), se 
representara a cada una de las constantes reales o imaginarias 
a 0 , a \,... a n - \, a„, al igual que la variable imaginaria u + v a 

traves del producto de un m6dulo y de una expresi6n reducida; y se 

escribira en consecuencia 

ac = po ( cos 0o + V—1 sen 0o ), 
a, = pj ( cos 0i + V-l sen 0i ), 

(5) .. 

a„ - i = p» - i ( cos 0* -1 + sen 0» -1 ), 
a n = p» ( cos 0« + >/-I sen 0» ), 


( 6 ) 


u + v 1 = r ( cos t + V—1 sen t ). 


Se tendra en consecuencia 
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f(u + V' y I-l ) 

= po r” [ cos ( « / + 00 ) + sen ( n t + 0 O ) ] 

(7) +pir" -1 [cos( «-W + 0i ) + V^l sen ( »-1 f + 0i )] + ... 
+ p» - i r ( cos ( t + Q„ - i) + sen ( t + 0„ _ i ) ] 

+ p» ( cos 0# + V-1 sen 0« ) 
y se concluira 

(p ( u , v ) = p 0 r n cos ( n t + 0o ) + pi 1 cos ( n - 1 / + 0, ) +... 

(8) ... + p» - i rcos ( f + 0«- 1 ) + p* r cos 0«, 

X(«,v) = por"sen(»/ + 0o) + pir" _1 sen( n- 1 r+0i)+... 

... + p«_i rsen ( f + 0»- i ) + p« sen0„, 

F( u,v)= (p 0 /cos( «/ + 0 o ) + pir w_1 cos( n- 1 f + 0, ) + ... 

... + p« _ i r cos ( t + 0„ _ t ) + p„ r cos 0« ] 2 
+ [p 0 r”sen( n / + 0 O ) + pi r n ~ 1 sen ( n - 1 t+ 0j ) + ... 

... + p» -1 r sen ( t + 0„ - 1 ) + p„ r sen 0„ f 

_ i n | p 2 + 2 p 0 p j cos ( t + Qp — 61 ) 
r 

Pi + 2pop t cos ( 2 f + Qp - 6 Z ) 

+ ...]. 

De esta ultima f6rmula se deduce que la funci6n F( u, v ), que 
siempre es positiva, es el producto de dos factores, de los cuales uno de 
ellos, a saber, 

r 2u = {u 2 + z?)\ 

crecera indefinidamente si se les atribuyen a las variables u, v , o tan solo 
a una de ellas, valores numericos cada vez mas grandes, mientras que el 
otro factor converged bajo la misma hip6tesis hacia el limite po, es decir, 
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hacia un Hmite finito y diferente de cero. Se concluira que la funcion 
F ( u , v ) s61o puede permanecer finita en la medida en que las dos 
cantidades u, v reciban valores finitos, y crecera indefinidamente a partir 
de que una de esas dos cantidades crezca indefinidamente. Ademas, como 
la ecuacion (4) da para la funci6n F(u,v) una funcibn entera y en 
consecuencia una fiincion continua de las variables u y v, es claro que 
F( «, v ), al variar junto con estas en grados insensibles, y al no poder 
pasar a un valor menor que cero, alcanzara una o varias veces un cierto 
Hmite inferior al que no podra rebasar jamas. Representemos con A a 
este Hmite, y por u 0 , v 0 a uno de los sistemas de valores fiinitos de u y de 
v para los cuales F ( «, v ) se reduce a A \ De este modo se tendra de 
manera identica 


4 Al menos desde D’Alambert, y dc manera clara en Gauss y en Lagrange, las demostraciones 
del teorema fundamental del algebra siempre hacen uso de un argumento sobre la 
continuidad. Este tipo dc argumento cs igualmentecentral, como todo lo que esta relacionado 
con el Analisis Algebratco, en esta prueba de Cauchy. Con ello vmos ckrammU como a que el 
Algebra (junto con su teorema fundamental) requiere de una propiedad caracterizable solo a traves 
del analisis, dando un giro complcto al proyecto qut a partir de la segunda mitad del siglo XVIII, y 
bajo el impuho de Euler y Lagrange, trato de subordinar el analisis al algebra, 

Al inicio de su Tratado sobre la Resolution de las Ecuaciones Numericas de todos los grados, 
Lagrange habia enunciado dos teoremas, los cuales “se encuentran en la base de toda la 
teoria de ecuaciones” y para los cuales el recurso a la continuidad es inevitable: 

Teorema 1 . Si se time una ecuacion cualquiera y si se conocen dos numeros tales que al ser 
sustituidos sucesivamente en lugar de la incignita de la ecuaabn, ellos dan resultados de sign os 
contrarios, la ecuacion tendra necesariamente al menos una rate real cuyo valor estard entre esos dos 
numeros. 

Teorema 2. Si en una ecuacion cualquiera que tiene una o varias ralces realesy diferentes se 
sustituyen sucesivamente, en lugar de la incdgnita, dos numeros de los cuales uno es mayory el otro 
menor que una de sus raices, y cuya diferencia entre si es menor que la diferencia qut hay entre esta 
ratzy las otras ralces reala de la ecuacion, esas dos sustituciona damn necesariamente resultados de 
signos contrarios. 

Es facil reconocer en estos teoremas “basicos para el algebra” una versidn preliminar del 
teorema del valor intermedio demostrado por Bolzano y Cauchy. Lo interesantc es que, 
para la prueba del primero de ellos, Lagrange razona del siguiente modo: Si se supone que 
es posibfe escribir la ecuaci6n como el producto de factores de la forma ( x — a, ), en donde 
a, - es una raiz real o imaginaria (Qr. nota 2), entonces, si al sustituir dos valores,^ y q, en 

lugar de jt en el producto J~[ ( x - a,-) se obtienen resultados de signos contrarios, se puede 
i" 1 

afirmar que al menos uno de esos factores ( x - a,-), cambia de signo; con lo cual se puede 
concluir que a; esta entre p y q (y es real). Pero el propio Lagrange reconoce que hay un 
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no) F(u,v)=A, 

La diferencia F(u,v)-F(uo,vo)no sera nunca menor de cero. 
En consecuencia, si se hace 

(11) u = uo + ab, v-vo + ak, 

en donde a designa a una cantidad infinitamente pequena y h , k dos 
cantidades finitas, la expresidn 

F( u 0 +ah, vo + ct k) - F( Uo,vo) 


argumento circular en esta demostracidn: si en el producto J ( jic — ay) alguna ralz es de la 

forma a + bF~l, y por ende un factor es de la forma (x- a - b'f—l ), entonces necesaria- 
mente hay otro factor de la forma ( x- a - b'f-l ); el producto de estos dos factores es 
siempre positivo (dada la naturaleza de las raices imaginarias, afirma Lagrange), por !o cual se 
asegura que si hay un cambio en el signo, estese debt a un factor ( x - o* )con w real. 

Es este argumento circular el que lleva a Lagrange a introducir su celebre metafora 
mecdnica (jen un intento de demostrar el tcorema “por la naturaleza misma de la ecuaci6n, 
independientemente de cualquier propiedad”!): si P y£son las partes positiva y negativa 
de la ecuacion, esta se representa de la forma P - Q= 0 . Con la sustitucidn de uno de los 
valores, digamos/>, se tiene P- Q,< 0, con el otro, P- Q> 0. A1 hacer variar la incognita 
x“en grados insensibles” se tiene que la cantidad representada por P pasa de ser menor que 
£(cuando x = p ) a ser mayor (cuando x = q ). “Existira pues necesariamente entre/>y q un 
termino en el cual Pcs igual a Q, como dos mdviles que recorren la misma linea en el mismo 
sentido, y que al partir uno primero y otro despues, rcsulta que Megan al mismo sitio pero 
de modo que el que partib dcspues llega primero. Esos dos mbviles deben necesariamente 
cncontrarse en su camino”. 

Es este circulo vicioso, entre la imagen geometrica y el modelo mecanico el que motiva 
la demostracion purammte analitica de esta propiedad, como heredada de la continuidad, por 
parte de Bolzano y Cauchy. Pero en el tcorema que demuestra ahora Cauchy, no se afirma 
que necesariamente la raiz sea real, de modo que la propiedad de continuidad no entra en 
juego para justificar un argumento sobre un valor intermedio. La ftinci6n 
F(*,7/)«[<p(«,p)] 2 +[X(*,w)] 2 es continua y sus valores son realeses y siempre 
mayores o iguales a cero. Si pensamos que £/={ x ; x = F{ u ,v )}, entonces si A es el infimo 
de U (visto que V esta acotado inferiormente), Cauchy asegura, a partir de la propiedad de 
continuidad de fa funcidn F, que existe una pareja de valores reales ( «o, ®t>) tales que 
P( «o > ) =A. Claramente para garandzar que el infimo es alcanzado se requiere que la 

funcion F cumpla que tint F( «,») = «> si #o»-»oo. Esta misma propiedad de que la 
funcidn F no este acotada es tambien esencial en el argumento de Liouville ( a partir del 
cual, por cierto, se deduce en cualquier curso de anal is is complejo el teorema fundamental 
del algebra). 

Podemos finaJmente sen alar que el resultado probado aqui por Cauchy, aun cuando 
utiliza el argumento analitico de la condnuidad (argumento que, por cierto, sdlo podra 
dejarse de lado hasta que Artin y Schreier elaboran la teoria de los campos reales cerrados 
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no sera nunca negativa 5 . Si se parte de este principio es facil determinar 
el valor de la constanteyJ tal y como lo haremos ver. 

Si en la expresion imaginaria f(u + v ) se sustituyen por u y 
v sus valores dados por la formula (11), esta expresion, al devenir una 
funcion imaginaria y entera del producto 

a (h+ k'fc T ) 

podra ser desarrollada segun las potencias enteras y ascendentes de este 
mismo producto. Al designar por 

A( cos T+^I-l sen 7*), 

At ( cos 7i + V—1 sen T\ ), 

Rn ( cos T n + V-I sen T n ) , 

a los coeficientes imaginarios de estas potencias, de entre las cuales 
algunas pueden reducirse a cero, y al hacer para mayor comodidad 


en 1924-26), no se limita a polinomios con coeficientes reales sino que incluye la posibiiidad 
de que estos sean complejos. 
s Al tomar los valores 

u - «o + a h 

v = no + a k 

con a infinitamente pequeiia, Cauchy intenta mostrar que la cantidad imaginaria 
u + ©V-"l se puede considerar como muy cercana a «o + i*> V—1. Claramente la idea de 
cercanta, o de variaci6n muy pequena de la variable imaginaria x = u + fV-l, requiere ser 
definida unicamente a traves de las variaciones de las dos magnitudes variables reales u y v. 
No hay, como se ve claramente, una expresi6n de la disiancia entre «o + V—1 y 
H+t/V-1 a traves del teorema de Pitagoras. Elio muestra claramente tambien que las 
cantidada imaginarios no son identificadas con los puntos de un piano y por cndc, como se 
ve aqui, s61o se presumira la continuidad de la funci6n F( u , v ) (funcidn de dos variables 
reales con valores reales) y no la continuidad de la funci6n /( u + v V—1) (funcidn 
imaginaria de variable imaginaria). Cauchy aclara al inicio del capltulo VII del Analisis 
Algtbraico , en el que introduce a las cantidades imaginarias, que se trata simplemente de 
cantidades simbdlicas carentes de todo sentido y que son utiles tan s61o para los efectos de 
algun tipo de calculo (lo cual, por cierto, da cuenta de la emergencia misma de las cantidades 
imaginarias a partir del problema de la resolucidn de algunas ecuaciones de segundo grado). 
A diferencia de Cauchy, Gauss sostiene desdc 1811, y con mayor claridad en su texto sobre 
los Rcsiduas bicuadrdticos, la identificaci6n de las cantidades imaginarias con los puntos de 
un piano. Esta representacion seguira viva en Riemann y clla marcara una de las principals 
diferencias entre el analisis complejo en la tradici6n de Cauchy, y el anilisis complrjo en la 
tradici6n de Riemann (lo que no impide la legitimad de ciertos terminos canSntcos del anilisis 
complejo, como el de las ecuaciones de Caucby-Riemann). 
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(12) h + k yf-1 = p( cos 0 + \/-l sen 9 ), 
se obtendra la ecuacion 

/[ «o + vo V—I + a ( h + k V—1 ) ] 

= ( cos T + V—1 sen T) 

(13) r - 

+ a R\ p [ cos ( T\ + 0 ) + y-1 sen ( 7i + 0 ) ] +... 

... + a”p fl [ cos ( + n0 ) + sen ( 3» + »0 ) ], 

en la cual los terminos del segundo miembro, y en consecuencia los 
modulos 

R, Ri, ... , Rn 

no se pueden anular todos de manera simultanea. Como se tendra 
tambien 

f[uo + ah + ( vo + a k)^i\ 

^ = <p ( Ho + a b, va + a k ) + V-I xf^o + aA.vti + a^), 

se concluira de la ecuacidn (13) 

9(«o + ai t %+ai ) 


(15) 


= R cos r+ a R i p cos ( T\ + 0 ) + ... + a" R„ p" cos ( T„ + n 0 ) , 
Xi.uo+ab,vo + ak) 


= R sen T+aRip sen ( T\ + 0 ) + ... + a" R n p” sen ( T n + ti 0 ), 
y en consecuencia 

F(uo + cth, vo+ a.k) 

(16) = [ R cos T+ a Ri p cos ( T\ + 8 ) + ... + a” R„ p" cos ( T n + n 0 ) ] 2 
+ [ R sen r+a/?ip sen ( T\ + 0 ) +... + a" R n p" sen ( T„ + n 0 ) ] 2 . 
Si en esta ultima formula se hace a = 0 , se tendra 
F ( Uo, Vo) - R 2 . 

Asi R 2 -A , R =Ai. Si ahora se desarrolla el segundo miembro de 
la ecuacion (16) segun las potencias descendentes de R , y si se sustituye 
R por Ai, esta ecuacion deviene 
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F(uo + <xb,VQ + CLk) 

=,4 + <xp [ /li cos ( 7*i - 7> 0) +...+ a M " 1 p" " cos ( - T+ w 0 ) ] 

(1?) +a 2 p 2 {| /?icos(r, + 0) + ... + a"” 1 p" cos ( r« + »0 )] 2 

+ t A, sen ( 7i + 0 ) + ... + a" “ 1 p" " sen ( r » + w 6 ) 
y si se hace pasar en el primer miembro la cantidad A = F( »o, va ), se 
encontrara definitivamente 
F( « 0 + a h , vo + a * ) - F{ «o, vo) 

= a p [ /?i cos*( Ti - T+ 0 ) +... + a” -1 p * -1 cos( - T+ n 0 )] 

( 18 ) +aV([^icos( 7*i + 0) + ... +a"“ V _ 1 K"Cos(7; + »0 )] 2 
+ [ Ki sen ( 7*j + 0 ) + ... + a" 1 p" “ 1 sen ( 7*« + n 0 ) ]‘} 

Una vez establecido esto, dado que la diferencia 
F(uo + ak,vo + ak)-F(uo,vo) 

no debe ser nunca menor que cero, sera necesario que para valores 
numericos muy pequenos de a, el segundo miembro de la ecuacibn 
precedents y en consecuencia el primer termino de este segundo miembro 
- es decir el termino que incluye a la potencia mas pequena de a - no 
pueda ser negativo. Asi, al designar por R m a la primera de las cantidades 

Ru Ru R ” 

que obtiene un valor diferente de cero, se encontrara, para el termino 
correspondiente, 

2A a m p m Rm cos(T m - T+ m 0 ), 

si^ no es cero, y ^ 

a 2 "p lm Rm 

bajo la hipbtesis contraria. Ademas, como el valor del angulo es comple- 
tamente arbitrario, se puede disponer de el para dar al factor 

cos ( T m -T+ m G ), 

y en consecuencia al producto 
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lAa m p m R m cos(T„-T+md), 

el signo que se quiera. Es claro que la segunda hipotesis es la unica 
admisible. Se tendra entonces necesariamente 

( 19 ) A = 0, 

lo que reducira la ecuaci6n (10) a 

( 2 °) F(u o,v 0 ) = 0. 

Resulta que la funcion F(u,v ) se anulara si se atribuye a las 
variables u , v los valores reales uo , vo ; y en consecuencia, que se verificara 
la ecuaci6n 

(0 /(*) = 0 

al tomar 

X = Uo + Vo V-l . 

En otras palabras, uo + vq V—1 sera una raiz de la ecuacidn 

^ #ax n + aix n 1 +... + a n - i jc + a n — 0. 

U demostracidn precedente del teorema 1, aunque diferente en 
varios puntos de aquella dada por M. Legendre (Teorta de numeros, parte 
I, § XIV) se basa en los mismos principios. 

Corolario. El polinomio 

y( X*) ~ (U)X + d\X + ... + a# — \X+ Un , 

que, como acabamos de senalar, se anulara para 

X - Uo + Vo V-l, 

sera algebraicamente divisible entre el factor 
x- Uo- Vo V-l , 

en virtud del teorema 1 [Cap. VIII, § 4] fi . El cociente, al no poder ser mas 


Sc trata del teorema que asegura que si una ftincidn imaginary y entera de la variable at 
se anula para un valor particular de esta variable, por ejemplo para * = cto + po esta 
funcion sera divisible algebraicamente entre La demostracidn de este 

teorema ya fue comentada en la nota 3 del capitulo IV. 
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que un polinomio de grado n - 1 respecto ax, sera tambien necesaria- 
mente divisible entre un nuevo factor de la misma forma que el anterior; 
es decir, de primer grado respecto a x. Designemos por 

x - U\ - V\ V-I 

a este nuevo factor. El polinomio/(x) sera equivalente al producto de 
los dos factores 

X-Uq-Vq , X — U\ — V\ >PI 

por un tercer polinomio de grado n — 2. Se probara que este tercer 
polinomio es divisible entre un tercer factor semejante a los otros dos. 
Al continuar operando de la misma manera, se obtendran n factores 
lineales del polinomio/( x ). Sean respectivamente 

X - «o “ W V-1 , X - U\ - V\ >/—1 , ... , X - Un - 1 “ Vn - l 

estos factores. Al dividir el polinomio/( X ) entre el producto de estos, 
se obtendra como cociente un valor constante igual al coeficiente ac de 
la potencia mas grande de x en x ). Se tendra en consecuencia 

f(x) = ao(x-uo-vo'Pl ) (x-Ui-vi'Pi ) 

... ( X - Un - l ” Vn - t ) * 

Esta tiltima ecuaci6n incluye un teorema que se puede enunciar del 
siguiente modo. 

Teorema 2. Para cualesquiera valores reales o imaginarios de las constantes 
ao,ai,... ,a n -i,a»,elpolinomio 

ac,x + a\x 1 +... + a n - 1 x + a n —fi. x ) 

sera equivalente al producto de la constante a 0 por n factores lineales de la forma 
x-a-pV-l 7 . 


7 Como 1o adaramos en la noU 2. las demostraciones previas del teorema fundamenul del 
algebra tenian que ver con la posibilidad de descomponer un polinomio en factores lineales. 
Aun cuando Cauchy ha probado ya la existencia de las raices (teorema 1) y tambien que si 
a es una ralz entonces ( x - a ) es un divisor del polinomio (en el capitulo IV), Cauchy no 
ha mostrado arm el numero de raices que puede tener un polinomio. Este resultado, 
enunciado explicitamente en el tercer teorema, se apoya en este teorema 2: el numero de 
factores lineales en los que se puede descomponer un polinomio es igual a su grado. 
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Dacomponer el poIinomio/( x ) en sus factores lineales es determinar 
estos factores. Hay solo una unica forma de efectuar esta descomposici6n. 
Para demostrar esto, supongamos que dos metodos diferentes hayan dado 
las dos ecuaciones 

f(x) = ao(x~ uo-v 0 V^l ) (x- u x ~v\ V-I ) 

... {x-u n -\-vn ~\), 

/(jf) = tfo(jf-a 0 -p 0 ) (^r-ai-Pi>Pl ) 

... -pff-i Vh[ ). 

Se concluira 

(x-ao-fio^i ) (*-a,-p, V^T ) 

^ ... (x-a ff -,-p w -,>n ) 

= O-*o-t/oV^T) (x-ui-vi^-i) 

... Vn-x^m ). 

Como el segundo miembro de la formula precedente se anula cuando 
se le da a la variable x el valor particular Uo + Vo V—T , sera necesario que, 
para este valor de x , el primer miembro, y en consecuencia uno de sus 
factores, sea cero [vease Cap. VII, § 2, teorema 7, corolario if. Sea 

x - a 0 - po V-I 

el factor del que se trata. Se tendra de manera identica 

a 0 + po V-l = uo + Vo V-l 

y por consiguiente 

X - Oto — po V^T = X - Uo - Vo V-l . 

Dado 6sto, la fdrmula (23) podra reemplazarse por la siguiente 

( jc- a t — pi V-l ) ... (af-a«-i-p„_, V^I ) 

= (x-ui-v l V^T ) ... Vn-l V^ ). 


Este corolario asegura que el producto de dos o mas expresiones imaginarias se anula si 
y s6lo si una de ellas — o mas- es igual a cero. 
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Como el segundo miembro de esta se anula cuando se supone 
X = U\ + Vi V-1 , 

uno de los factores del primer miembro, por ejemplo, 

x-at-pi>Pi » 

debera anularse bajo la misma hip6tesis; lo que implica dos nuevas 
ecuaciones identicas de la forma 

ai + pi >/--l = u\ + v\ V-T , 
x-a, - Pi V-L = x-Ui-vi'l-l. 

Si se repite varias veces el mismo razonamiento, se probara que los 
diferentes factores lineales que componen al segundo miembro de las 
ecuaciones (22) son los mismos en las dos ecuaciones. Es necesario anadir 
que cada factor imaginario de la forma 

x-a -p >/-! , 

se transforma en un factor real x- a, siempre que la cantidad 3 sea cero. 

El primer miembro de la ecuacion (1), al ser, segun acabamos de 
decir, susceptible solo de una unica descomposicion en factores lineales, 
s61o puede anularse con uno de los factores. Si se les iguala sucesivamente 
a cero, se obtienen todos los valores posibles dex que verifican la ecuacibn 
(1); es decir, todas las raices de esta ecuacion. El numero de estas raices, 
como el de los factores lineales, sera igual a n. Ademas, a cada factor real 
de la forma x-a le corresponded una raiz real a, y a cada factor 
imaginario de la forma 

x-a -p ■>/-! , 

una raiz imaginaria 

a + 3 , 

Estas observaciones bastan para establecer la siguiente proposicibn. 

Teorema 3. Cualesquiera que sean los valores reales o los valores imagi- 
narios de las cons (antes ao , a \,... a n -\,a n ,la eaiaaon 

(1) do*” + &\x ~ 1 + ... &n -ix + a n - 0 
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tienc siempre n raices reaks o imaginanas, y no podrd tener un numero 
mayor. 

Puede suceder que varias de las ralces de la ecuacion (1) sean iguales 
entre si; en ese caso, el numero de los valores distintos entre si susceptibles 
de verificar esta ecuacion es necesariamente menor que n. Asi por ejemplo, 
la ecuaci6n de segundo grado 

x 2 -2ax + a 2 = 0 

que tiene dos ralces iguales, solo se podra satisfacer para un unico valor 
de x ; a saber 


x — a. 

Cuando las constantes ao,ai,... an - i, a n , son todas reales, la 
expresion imaginaria 

a +p V-l 

no puede ser una ralz de la ecuacibn (1) sin que su conjugado 
a - p 4-i 

sea otra raiz de la misma ecuacion. En consecuencia, bajo esta hipotesis, 
los factores imaginarios y lineales del polinomio que forma ei primer 
miembro de la ecuacion (1) son conjugados dos a dos y de la forma 

x-a - p yTT , x- a + p V-l . 

El producto de dos factores semejantes es un polinomio real de 
segundo grado, a saber, 

(jc- a ) 2 + p 2 , 

y de este hecho y de la observacion que acabamos de hacer se deduce el 
siguiente teorema. 

Teorema 4. Cuando las cantidades ao,a\,... a n -\,a„ daignan Cons¬ 
tanta reales, el polinomio 


Ultimo elcmento para con form ar cl enunciado completo del teorema fundamental del 
algebra, vemos c6mo es que cl punto central lo constitute la prueba de Cauchy de que la 
descomposicion de un polinomio es tinica, de donde el numero de factores sera unico e igual 
al grado del polinomio. 
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(24) aox n + aix tt 1 + ...a n -\x+a n 

se puede descomponer en/adores reales de primer o de segundo grad o’ 0 . 

Anteriormente hemos presentado a las raices imaginarias de la 
ecuacion (1) bajo la forma 

a ± P V-l . 

Asl para el polinomio (24) un factor real de segundo grado que 
corresponde a dos raices imaginarias conjugadas 

a + p V-l , a - p Vm , 

es de la forma 

(x-a) 2 + p 2 . 

Si se hace, para mayor comodidad 

a ± p V-L = p ( cos0 ± V-l sen 0 ) 

(p designa a una cantidad positiva y 0 a un angulo comprendido entre 
los limites 0 y tc), el mismo factor real de segundo orden devendra 


10 En los tres teoremas anteriores de este capitulo Cauchy ha considerado siempre a un 
polinomio con coeficientes reales o complejos. Esto le permitio encontrar una version 
mucho mis general del teorema (se aceptan coeficientes complejos) y tambien una propiedad 
del conjunto de numeros complejos (que es “algebraicamente cerrado"). Todo ello, daro 
esta, se apoya sobre el resultado acerca de la naturaleza de las cantidades imaginarias dado 
por D’Alambert (Cfr. nota 2). En este teorema 4 Cauchy reencuentra, al restringirse a 
polinomios con coeficientes reales, a la versi6n original de este teorema: se trata de un 
teorema acerca de la descomposicidn de un polinomio con coeficientes reales. En la 
argumentacion que precede al enunciado del teorema, y que funciona como demosiracion , 
encontramos el mismo resultado ya conocido por Lagrange y que este utiliza para probar 
su primer teorema (Cfr. nota 4). Como podemos ver ahora, el fundamento de todos estos 
teoremas, la propiedad de continuidad, ya fue presentado en el capitulo 2 (junto con la 
propiedad del valor intermedio) y no se podra deducir como una propiedad que caracterice 
tan solo a los polinomios sino, en general, a las funciona continuas. Como lo dijimos 
anteriormente, este resultado ya habia sido encontrado parcialmente, Laplace demuestra en 
sus lecciones de matematicas, en la Escuela Normal del ano III, que los polinomios de grado 
par se podrian descomponer en factores de segundo grado con coeficientes reales. En el 
fondo de esta argumentacion, se encuentra el hecho de que los polinomios de segundo 
grado presentan ya a las cantidades imaginarias (y D’Alambert probaria que no hay mas). 
En un polinomio de grado par se tendran pues un numero par de raices imaginarias — que 
apareccran a proprisito de los factores de segundo grado- y algunas raices reales. En todo 
polinomio de grado impar habra raices reales. 
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( x - p cos 0 ) 2 + ( psen0 ) 2 = x 2 -2pxcos0 + p 2 . 

Es facil construir geometricamente esta ultima expresi6n en el caso 
en el que se atribuya un valor real a la variable x. En efecto, si se traza un 
triangulo en el que un angulo sea igual a 0 y los dos lados adyacentes 
esten representados por el valor numerico x y por el mddulo p respecti- 
vamente, el cuadrado del tercer lado sera (segun un teorema conocido de 
trigonometria) el valor del trinomio 

x 2 — 2 p x cos 0 + p 2 , 

siempre que la variable x sea positiva. Si la variable x deviene negativa, 
bastara reemplazar en la construccidn identica al angulo 0 por su 
suplemento. 

El tercer lado del triangulo del que se trata no puede desvanecerse 
salvo en el caso en el que los dos primeros lados sean colineales y sus 
extremos coincidan. Este caso exige que: primero que el angulo 0 sea 0 
6 n ; segundo que el valor numerico de x sea igual a p . En consecuencia 
el factor 

x 2 - 2 px cos 0 +p 2 

no podra anularse para valores reales dex a menos que se suponga 
cos 0 = 1 o cos 0 = — 1; 

y el unico valor de x capaz de anular a este factor sera, bajo la primera 
hipdtesis, 

*=P> 

en la segunda 

x=-p, 

Se llegara directamente a lo mismo si se observa que la ecuacion 
x - 2 p x cos 0 + p 2 = 0 

tiene dos raices 

p ( cos 0 + V=i sen 0 ), p ( cos 0 - sen 0 ), 

que no pueden dejar de ser imaginarias sin ser iguales, y que los unicos 
valores de 0 para los cuales esto es valido son aquellos que verifican la 
fdrmula 
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sen 8 = 0, 

a partir de la cual se obtiene 

cos 9 = ± 1 


y en consecuencia 

x~±p 

para el valor comitn de ambas raices. 

Hasta ahora nos hemos Hmitado a determinar el numero de raices 
de la ecuacion (1) asi como la forma de esas mismas raices y la de los 
factores que les corresponden. En los siguientes parrafos vamos a revisar 
algunos casos particulares en los cuales hemos logrado resolver ecuacio- 
nes similares, sin necesidad de convertir sus coeficientes a numeros, asi 
como expresar las raices en fiinciones algebraicas o trigonometncas de 
estos coeficientes. Observaremos aqui que, para toda ecuacidn algebraica 
cuyo primer miembro es una funcidn racional y entera de la variable*, 
se puede reducir —mediante una divisidn— a la unidad el coeficiente de 
la mas alta potencia de x. Igualmente sera posible reducir a cero el 
coeficiente de la potencia inmediatamente inferior mediante un cambio 
de variable. En efecto, si en la ecuacion 

oof + aix”'' +... a n - t x+a„ = 0 
Oc no es igual a 1, bastara con dividir a la ecuacidn entre ao para reducir 
al coeficiente dex 1 a la unidad. Tambien, si en una ecuacion de la forma 

*" +a t x?~ 1 +... a„-ix + a n -0 
a\ no es cero, bastard poner 



para obtener una transformada en z de grado n que no tiene segundo 
termino; es decir, una transformada en la cual el coeficiente de z se 
anula. 


VII 


(Capttulo XI) 


Descomposicion de fracciones racionales 


§1. Descomposicion de una fraccion racional en otras 
dos fracciones de la misma especie 

Tomemos por f(x)yF(x ) dos funciones enteras de la variable*. 

fill 

F{x) 

sera comunmente llamada una fraccion rational. Si m designa el grado 
del denominador F ( jc ), la ecuacion 

(1) F( *) = 0 

admite m raices reales o imaginarias, iguales o distintas. Si se les supone 
todas distintas yse les representa por 

Xo, Xi, X2, ... , *«-i, 

los factores lineales del polinomio F(x) seran respectivamente 

X-XQ, X~X\y X-Xz, ... X-Xm-f. 


1 Despues de la prueba del teorcma fundamental de! algebra Cauchy regresa al terreno 
propio del Analisis (el cual, como ya lo hemos senalado en repetidas ocasiones, constituye 
el teI6n de fondo para la propia demostracion del teorema fundamental del algebra). Un 
antecedente muy importante para e! problema de la descomposicibn de fracciones racionales 
se encuentra en el Jntroductio inAnafysin Infinitorum de Euler. Aht se trata del problema mas 
general de la transformacibn de funciones: si se parte de unafunciSnJrateionaria, el problema 
de su descomposicion es el de su transformacion en una expresibn —analltica- mas simple. 
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Dicho esto, hagamos 


( 2 ) 




y 

(3) 


<pO) 


Como (p ( A* ) es distinto de cero, la constante A sera finita y la 
diferencia 


/(*) _ A ^ f(x)-Aq>(x) 

<p(jc) tp(ac) 

se anulara para x = xq.Lo mismo sucedera con el polinomio 

y este polinomio sera divisible algebraicamente entree - xo ; de este modo 
se tendra 


tA . rtx)-Sl<p(x) = (x-xo)x(x), 

(4) 

f(x)=A(?(x) + (x-xo)x(x), 

donde % ( x ) designa a una nueva funcibn entera de la variable x. Si se 
dividen entre F(x) los dos miembros de esta ultima ecuacibn, at tomar 
en cuenta la formula (2), se concluira 


(5) /.(*)_ A , x(*) 

F(x) x-xo cp(*) 

Asl, si el polinomio F{ x ) se divide en dos factores de los cuales uno 

f (x} 

es lineal, se podra descomponer la fraccibn racional — L en otras dos 

F{x) 

que tengan como denominadores respectivos a los dos factores de los que 
se trata, y en donde la mas simple tenga un numerador constante 2 . 


2 La resoIuci6n de este primer caso nos muestra ya el lugai que ocupa la descomposici6n 
de las fracciones racionales dentro del cuerpo general del AnalhisAlgtbraico. Para este primer 
caso, y salvo unas rcglas de operacion del algebra elemental, el unico resultado que se requiere 
es el de la factorizacibn de un polinomio (en factores de primer grado); resultado conocido 
y empleado por Euler en la descomposicion de las funciones ffaccionarias {Cfr. nota 1), 
pero que para Cauchy no podra emplearse sino una vez que se ha resuelto el problema que 
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Pensemos ahora que se divide la funcion F ( x ) en dos facto res, y 
que el primero de ellos, en lugar de ser lineal, corresponde a varias ralces 
de la ecuacion F( x ) = 0. Tomemos por ejemplo como primer factor al 
factor de segundo grado 


y pongamos asi 

(6) /7(*) = (*-*b)(*-*i)<l>(*)- 


La fraccion ~ ^ conservara un valor finito, no solamente para 

~ <P(*) 

x = xo, sino tambien para x = X\\ y si se designa por u a un polinomio de 

. fix) 

primer grado que, para estos dos casos, coincide con ^ ^ ^ ^ * se encon ' 
trara {Cap. IV, §1), 

(7) _ /(*b) /(*Q 

cp ( jco ) jco — jci (p ( *i ) *i _ 

Al estar determinado el polinomio u tal y como acabamos de decir, 
la ecuacibn 

<(>(*) 


/(*)-# cp(^) = 0 

contara entre sus raices xo y X\ ; y en consecuencia el polinomio 
/(*)-"<?(*) 
sera divisible por el producto 

(*-JCo )(*-*! ) ■ 


le subyace y que constituye en cierta medida su fundamento: el de la existenda de las raices 
del polinomio. La descomposicion de la fraccibn racional es posible porque se sabe 

que F(x) acepta una factorizacibn y esto, a su vez, se sabe porque F(*)admite n raices 
si es que n es su grado. 
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Se tendra entonces 

( 8 ) f{x)-u^{x)^{x~xo){x~Xx)x{x), 

f(x) = u<p(x) + (x-xs)(x-x l )x(x) > 

%(x) designara una nueva funcion entera de la variable*. Si se divide 
la udtima ecuacion entre F(x), tomando en cuenta la formula (6), se 
concluira 

/ 9 ) = -«- + X(x) 3 

F(x) (x-xo)(x-X \) <p(x) 

Se podra demostrar igualmente que basta hacer 

^(*))(*-*2)9(*) 

y 

u _ /(xo) (x-Xi )(x-x,) 

9 (.Kb) (xo-Xi )(*}-* 2 ) 

(11) + fjxi) jx-Xo)(x-xz) 

9(*i )(*i-*>)(*i -X 2 ) 

, f(xz) (x-Xg)(x-Xi ) 
<P(X2)(X2-Xo)(x 2 -Xi) 
para obtener una ecuacion de la forma 

( 12 ) = -«- + %(*) 

F(x) (A:-as>)(x-a:i)(x-jC 2 ) 9(*)’ 


Como se senalo en la nota anterior, Cauchy parece recurrir unicamente a ciertas 
operaciones elementales del algebra. Como se ve a propbsito de este segundo caso, se recurre 
ahora a la formula para determinar a una funcion lineal a partir de dos valores fijos mediante 
una formula de interpolation. En nuestros comentarios del capitulo IV senalamos que los 
metodos de interpolaci6n se encuentran originalmente vinculados ai problema de la 
factorizacion de un polinomio y al de encontrar sus raices. Para Cauchy los metodos de 
interpolaci6n son independientes de la prueba de la existencia de las raices del polinomio 
y no se apoyan en ella, ya que solo se refieren al numero rninimo de valores que determinan 
de manera unica a una funcion entera (o bien, geometricamente, al numero minimo de 
puntos que determinan a una curva). 

En el contexto del problema resuelto por Cauchy para esta fraction racional, nuevamente 
queda claro que la condition de posibilidad esta dada porque se sabe de la existencia de las 
raices del polinomio F(x). 
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As! en general cuando la ecuaci6n F(x ) = 0 no tiene raices iguales, 
si se divide el polinomio F{ x ) en dos factores de los cuales el primero 

f( x ) 

sea el producto de varios factores lineales, la fracci6n racional se 

podra descomponer en dos fracciones de la misma especie y que tendran 
como denominadores respectivos a los dos factores arriba mencionados, 
y en donde la primera tendra un numerador de un grado menor que su 
denominador. 

Pasamos al caso en el que se supone que la ecuacion F( x ) = 0 tiene 
raices iguales. Sean, bajo esta hipotesis, 

a, b, c, ... 

las diversas raices de esta ecuacion y designemos con ni al numero de 
raices iguales a a\ por m" al numero de raices iguales a b\ por m"' al 
numero de raices iguales a c etc. La funci6n F{ x ) sera equivalente al 
producto „ 

(x-af(x-b) m (x-cT .... 

o a este mismo producto multiplicado por un coeficiente constante, y se 
tendra 

m' + m " + m m +,.. - m . 

Dicho esto, hagamos 

(13) = 


y 

(14) 

(P(4) 

(p ( a ) es distinto de cero por lo que la constante A sera finita y la 
diferencia 

fifi A 

cp(ar) 

se anulara para x - a . Se concluira que el polinomio 
f(x)-Ay{x) 
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es divisible entree - a, y se tendra entonces 

< 15 ) f(x)=A(p(x) + (x-a)x(x), 

X( x ) designa una nueva funci6n entera de la variable x. En fin, si se 
dividen entre F(x ) los dos miembros de la ecuaci6n (15), tomando en 
cuenta la ecuaci6n (13) se encontrara 

(16) &£l _ d — + _ rl*l _ 

f (*) (x-af (*)' 

Se demostrara, razonando de la misma manera, que basta con hacer 

^ F(x)=(x-a ) m (x- b) m "(p(x) 

y 

(18) u = x-b ^ f(b) x-a 

<p(*) a-b cp(£) b-a 

para obtener una ecuacion de la forma 

(19) Ail = -”- + _ x(x) _4 

F(x) ( x-af(x-b) m " (x-ar'-'(x-br"-'y(x) ' 


§2. Descomposicion de una fraccion rational, 
cuyo denominador es el producto de varios factores 
Iineales distintos, en fracciones simples que tengan 
como denominadores respectivos a esos mismos 
factores Iineales y numeradores constantes 


Sea 


fix) 

F(x) 


Como ha quedado claro en el contexto general de la descomposici6n de fracciones 
racionales, lo unico que resulta relevante para las soluciones propuestas por Cauchy es la 
existencia y el grado de las ralces del polinomio denominador F(x). Ni el grado ni las 
rakes de! numerador parecen influir en las descomposiciones encontradas. 
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la fracci6n racional que se considera; sea m el grado de la funcidn 
F( x ), y sean 


XQ y X\ y X% } ' • * Xfft “ ) 


las ralces de la ecuacion 


(1) F(x) = 0 

que se suponen diferentes. Se tendra, al designar por k un coeficiente 
constante, 


(2) F(x) = £(x-x))(x-xi)..,(x-x iw -i); 

y, en virtud de los principios establecidos en el paragrafo anterior, la 
fracci6n racjonal ^ podra descoraponerse en otras dos, en donde la 
primera sera de la forma 


Ap 

(x-Xo)' 

A 0 representa a una constante, mientras que la segunda tendra como 
denominador 


F , ( . f„ L „ 6 O _ Xl )(x-x 2 )-.. (x-x«-i ). 

(x-Jlfl) 

Al descomponer esta segunda fracci6n racional con el mismo 
metodo, se obtendra 

1) una nueva fracci6n simple de la forma 

A , 

(x-xi) 

2) una fracci6n que tendra por denominador 

k(x — xi)... (x- x m - i ). 

Al continuar asi, se eliminaran del polinomio 

F(x) = k(x-x b)(x-xi)... ( x — Xm -1 ); 

todos los factores lineales que encierra, de modo que este polinomio se 
reducira a la constante k. Asi, cuando por medio de una sucesi6n de 
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sustituciones parciales semejantes a la que acabamos de indicar, se extrae 
de la fracci6n ^ x ^ • 


F(x) 

Ap 

x-Xa 


una sucesi6n de fracciones simples de la forma 


A 2 

X-X2* 


A m - 


el resto s6Io podra ser una fraccidn racional con denominador constante; 
es decir, una funcion entera de la variable x. A1 designar por R a esta 
funci6n entera, se encontrara 

(3) = * + + + + + 

F(x) x-xo x-xi x-xz x-xm -1 


Qucda claro a partir del desarrollo presentado por Cauchy, que la existencia— y el grado- 
de la funcibn entera R depende, ahora si, de que el grado de la funcibn entera del numerador, 
/( X ), sea mayor que el de la funcibn F(x). 

En su analisis sobrc la descomposicibn de las funciones fraccionarias (Cfr. nota 1) Euler 
analiza primero dos casos: aquel en el que el grado del numerador es mayor o igual que el 
del denominador, y aquel en el que es mayor el grado del denominador. A las fracciones 
que se encuentran en el primer caso les llama fracdones impropias, y son fracciones propias las 
del segundo caso. El resultado mas general para las fracciones impropias lo cnuncia Euler 
de la siguiente manera: 

Si en una funcidn fracaonarta la variable x tiene tantas o mas dimendones en el numerator que 
en el denominador, estafunaon podra descompotiene en dos partes, la primera sera un enteroy la 
segunda unafracaon; en el numerador de esta ultima la variable x tended menos dimendones que 
en el denominador. 

Cabe aclarar que el entero al que se rcfiere como primera parte o primer sumando de la 
descomposici6n no es un numero entero sino una funcibn entera. 

Para el caso de las fracciones propias Euler enuncia el siguiente resultado: 

La funcidn fracdonaria ~ podra descomponerse en tantas fracdones simples de la forma — ~ 
como el denominador N acepte factores simples y diferentes. Donde A es un valor constante y 
{ p - qx) es un factor simple ( lineal) de N. 

La combinaci6n de estos dos resultados nos llcva al resultado general de Cauchy. Puede 
verse el vinculo que la descomposicidn de las fracciones racionales (y con ellas el teorema 
fundamental del algebra) tiene con el calculo integral (Cfr. nota 4, capitulo X) y que llevan 
a D’AJambert a tratar el calculo de las raices de un polinomio. A traves de este metodo, la 
integral de una fraccibn racional quedarta descompuesta a su vez en la integral de una 
funcibn entera y de fracciones simples de la formaSi el denominador F(x) admite 

tan sblo de raices reales, el problema de la integracibn de una fraccibn racional se puede 
resolver a traves de la funcion logaritmo; es decir, se remite al problema del calculo de la 
cuadratura de la hiperbola. 
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Queda ahora por averiguar cuales son los valores de las constantes 
Aq y A\ , A 2 J , Am — 1 • 

Estos valores se deduciran sin dificultad por el metodo de descom- 
posicion dado en el primer paragrafo. Pero se llega directamente a su 
determinacibn con ayuda de las siguientes consideraciones. 

Si se multiplican por F ( x ) los dos miembros de la ecuad6n (3), se 
obtendra 

f(x)- RF(x)+A 0 P ^*- ^+A l 

X-Xb X-Xi 

<4) + 

x- XI X — Xfn — 1 

Si en los dos miembros de esta ultima formula se hace 


la suma 


RF{x)+A i ^^-+A 2 ^^-+... +A m . 

X-Xi X-Xi 


F(x) 

X-X m -\ 


que es claramente un polinomio en jc divisible entre x — * 0 , tomara la 
forma 

zZ, 


Z designa a una fiinci6n entera de z; asi se tendra 

(5) f(n + z)=A a ^ J ^ 1 + zZ. 

Supongamos ahora que en la fimcidn F( x ) la sustitucion de x + z 
en lugar de x da generalmente 

(6) F(x + z) = F(x) + zFy(x) + 2 ?F 2 (x) + ". . 

Se deducira 

F(xb + z)=zFi(*b) + z 2 F 2 ( xa ) +... 6 ; 


6 Este desarrollo cssimplemente el resultado de sustituir en el polinomio F(x) una nueva 
variable (x + z). La notacidn introducida por Cauchy para los coeficientes Fi(x), 
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y la ecuaci6n (5) deviene 

f(xo + z) ~Ao [F\(xq) + z Fi(xq) + ... ] + zZ. 
Cuando en esta ultima se hace z = 0 , ella se reduce a 

f(xo)=A<>Fi(xo), 

y se concluye 


(7) 


Aq = 


IL*± 

O ) ‘ 


Se encontrara por medio de un calculo enteramente analogo 


( 8 ) 


A t = 


/(*») 

M*)' 


a 2 = 


1L*l 1 

M*)’ 


A m - 


f{Xm- 1 ) 

F\ ( X m ~ l ) ’ 


Los valores que acabamos de obtener para 


Aq , A i, Az , ... , Am — i 


son claramente independientes del modo de descomposicidn empleado 
f(x) 

para la fracci6n racional “—f. De donde resulta que esta fraccion no 


se puede descomponer mas que de una sola forma en fracciones simples 
que tengan como denominadores los factores lineales del polinomio 
F{ x ) con numeradores constantes. Es facil ver c6mo la ecuacidn (7) y 
la formula (3) del paragrafo anterior concuerdan. En efecto, el polinomio 


F\(xQ) + zFz(x<i) + ... 


_ F(x 0 + z) _ F(x) 
z x-xo 


Fz(x) , pretende simplcmcntc dar cuenta de que se tendra un polinomio en z y estos 
scran los coeficientes de z,2 ,... . Claramente este desarrollo coincidira con el desarrollo 
de Taylor de la funci6n F ( X + z ). 
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deviene F i(xo) cuando se hacez = 0, 6x = Xo y en consecuencia, si se hace 
(9) f(*)-(*-*o)<p(*)» 

se tendra Fi(«D) = q)(^6), 


( 10 ) 


Ao 


Jjxol 

<p(*>) 


Para mostrar una aplicaci6n de las formulas anteriores, supongamos 
que se intenta descomponer en fracciones simples la fracci6n racional 


x n 

x m -\ 


en donde n designa un mimeo entero menor que m. Se tendra en este 
caso particular 

/(*)=/, F(x) = x m -\, *=i; 

m . 

y si se representa por hun numero entero que es menor que ^ » las 

diversas raices de la ecuaci6n F{ x ) = 0, todas distintas entre si, estaran 
comprendidas en la formula 

2hn , r-r 2hn 

COS-± v—1 sen -. 

m m 

Sea a una de esas raices, busquemos al numerador^ de la fraccion 
simple que tiene como denominador ax — a. Ese numerador sera 

a -1L*± = -JL- 

F\(a) Fla)' 
el valor de F\ ( a ) se determina por la ecuacion 

F(*)+zFi( *) + ... = F(a + z) = (a + z) m -l = a m -l + ma m ~'z + ... 
y es en consecuencia igual a ma m ~ V Se encontrara en consecuencia 



m a 
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Como se tiene tambien 

f 2hn r— 2 h 

cos-± V-1 sen — 

^ m m 

... 2h(n+ 1 )n ,.r 2h( n+ 1 

= cos- i ± V-1 sen - 1 - 

m m 

se conciuira de lo anterior, al reducir 

(11) l«±l^ = e> 


x m -\ 


( 12 ) 


l_ x 1 + cos 28 + V-1 sen 29 

x-1 2n 2n 

X- cos — - V-1 sen — 

mm 

cos 2 9 - Vh[ sen 2 8 

2 Jt i—7 2 rt 

x ~ cos-+ V-1 sen — 

m m 

t cos 4 9 + V-1 sen 4 9 

4 71 /—r 4 7t 

X - cos — - V-1 sen - 

m m 

+ cos 4 9 - sen 4 9 

4 71 r— 4 7t 

x-cos-+ V—1 sen — 

m m 


Se encontrara tambien, al razonar de igual modo. 
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c m + 1 


(13) 


cos 


0 + V^1 sen 9 


7i i r n 
x- cos — - V—1 sen —- 
nt tn 

COS 0 - sen 0 

v - 

n r~r n 
jc-cos —+ \-l sen — 
m m 

cos 30 + V—I sen 3 0 

3 71 i—r 3 7C 

• - cos —r - V-l sen — 


Tft 


m 


cos 3 6 - V-l sen 3 6 

3 n r~ t 3 7i 

: - cos — + "V—1 sen ~~ 


Es importante observar que la ultima de las fracciones simples del 
segundo miembro de la ecuacion (12) o (13) sera, para valores pares de m en 
la ecuacidn (12) y para valores impares de m en el caso de la ecuacibn (13) 

cos m 0 _ cos ( n 4- 1 ) 7t _ ( - 1 )” + 1 
x+ 1 x+ 1 x+ 1 

Asi por ejemplo, se tendra 


(14) 

_l_ = if_J-i_\ 

J - 1 2 \^x- 1 *+ 1 J 

* 1 , 1 "t 

(15) 

J - 1 2 \^x- 1 x+ 1 j 

(16) 

1 l 

r 7C 1—7 7C 71 ^r~T 7t 

cos- +V-l sen - cos — ~ V-l sen y j 

x + 1 ” 3 X 

7t / 7 71 7t r— 7T £+ 1 

*-cos— -V-l sen — je-cos—+ V-1 sen — 

3 3 3 3 
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Se puede observar que si en el segundo miembro de la ecuacidn (12) o 
(13) se suman dos fracciones simples correspondientes a dos factores 
lineales conjugados del binomioV” ± 1, la suma sera una nueva fraccion 
que tendra como denominador a un factor real de segundo grado, y como 
numerador a una funcion real y lineal de la variable x. Se encontrara por 
ejemplo, al tomar n = 0, m - 3 , 

1 __ 1 

x 3 + 1 3 

(17) 


2 x cos ~-2 j 


x+ 1 


x - 2 x cos — + 1 


U 2-x + 1 

3[x 2 -x+l + x+l j 

Es facil generalizar esta observation. 

Supongamos que si las fracciones enteras f(x) y F(x ) son reales, 
designamos por 

a + P V-I , a - P 


dos raices imaginarias conjugadas de la ecuacibn (1), y tomemos para A 
y B dos cantidades reales que verifiquen la f6rmula 


(18) 


Ha + V'Fi ) 
F\ ( a + p V-l ) 


=A - B V-I , 


en donde F \ ( x ) representa siempre al coeficiente de z en el desarrolio 
de F( x + z ). Se tendra necesariamente 


Ma-p>Pl ) 


=A + ByPl ; 


, f( X ) 

y en consecuencia, si se descompone la fraccion racional ^— L , las dos 

F{x) 

fracciones simples correspondientes a los factores lineales conjugados 

a - P , x- a + P 


serin respectivamente 
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(19) 


A-B'Pi A + B ~nPI 

a - p V^T * x-a+pV^l 

A1 sumar esas dos fracciones se tiene la siguiente: 


«m 2 J 4(jt-q) + 2gp 

() (x-a) ! + p J ■ 

Esta ultima, que tiene como numerador a una funci6n real y lineal 
de la variable x, y como denominador a un factor real de segundo grado 
del polinomio F(x ), no difiere de la fraccidn 


_ u _ 

(x-Xo )(x~X\ ) 

que incluye a la formula (9) del primer paragrafo, cuando se supone 

= a + p , xi = a - P . 


§3. Descomposicion de una fraccion racional dada en 
otras mas simples que tengan como denominadores 
respectivos a los factores lineales del denominador de la 
primera, o a las potencias de esos mismos factores, 
y como numeradores a constantes 


Sean 

11*1 

F(x) 

la fraccidn racional que se considera, m el grado del polinomio F( x ), y 
a , b , c, ... 

las diferentes rakes de la ecuacion 

(1) F(x) = 0. 

Se tendra, al designar por k a un coeficiente constante, y por m ', 
m" , m ,... varios niimeros enteros cuya suma es igual a m, 

F(x)~ k(x-a ) m (*- b) m {x-c) m .... 


( 2 ) 
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Si ahora se hace uso del metodo expuesto en el primer paragrafo, se 

f( X ) 

descompondra la fraccidn racional “—7 en otras dos de las cuales la 
F(x) 

primera sera de la forma ^ 

( x-af 

mientras que la segunda tendra por denominador 

=k(x- a) m ~\x~ b) m (x-c) m .... 

x-a 

A1 descomponer esta segunda fracci 6 n racional por el mismo meto¬ 
do, se obtendra; 

1 ) una nueva fraccibn simple 

A 1 

en la cuaMi representara a una constante; 

2 ) una fraccibn que tendra por denominador 

k(x- a ) m '- 2 (x-b) m ”(x-c) M "\.. . 

A1 continuar asi, se haran desaparecer del polinomio F(x), de 
manera sucesiva, los diferentes factores lineales de los que se compone la 

f( x) 

potencia (x ~ a ) m y cuando se haya extraido de L una sucesion de 

F(x) 

fracciones simples de la forma 

A A\ Ai Am* — 1 

( x-af " (x-af'- r ( x -a) m '~ 2 ' * 

el resto sera una nueva fraccibn racional cuyo denominador se reducira a 

k{x-b) m "{x-c) m \... 

Si de este residuo se extrae una segunda sucesion de fracciones 
simples de la forma 

B B x B 2 B m ». x 

(x— b) m " * ( x-b ) m "- 1 * ( x-b) m "- 2> *'* x-b * 
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se obtendra un segundo residuo cuyo denominador sera 
k(x-c ) m \... 

En fin, si se continuan estas operaciones hasta que el polinomio F(x) 
sea reducido a una constante^, el ultimo de los residuos sera una fracci6n 
racional con denominador constante; es decir, una funci6n entera de la 
variable *. Llamemos R a esta funci6n entera. Se tendra para el valor de 

^ ^ descompuesto en fracciones simples 

F(x) 

A*.1 = r+ —d__+—d>__ + ... + dz^!± 

F(x) (x-af ( x-af ~ l x ~ a 

B B\ B m " -1 

( 3 ) + (x-b) m " (*-*)""'■ x ~ b 

+— — r+- + ... + £s^ 

(*-<)*” ( x-e) m " x ~ c 


donde A ,A i,. A m ' -i; B, B\,B m " - 1 ; C, Ci,... C m ' - i; 
designaran a las constantes que se pueden deducir facilmente a partir de 
los principios expuestos en el primer paragrafo, o bien calcular direc- 
tamente con ayuda de las siguientes consideraciones. 

Si para mayor comodidad hacemos 

B Bi Bm " — i 

R + -~ +-—- + ...+ 

(x-bf (x-bf x ~ b 

C _ Ol _^ + Cm'” -1 

( 4 ) + (x-c) m ’" + ix-c)”"’-' *" 



^sera una nueva fiincion entera de la variable x, y la ecuacion (3) deviene 
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&2l _ ± + _ A. Q. 

f ( Jt ) (*-«)” (*-«)” _1 (x-b) m ’\x-c)‘ 

Si se multiplican los dos miembros de esta ultima por 


F(x) = k(x-a) m \x-b) m "(x-c , 

se concluira 

f(x) = [A+Ai(x-a) + ... 

(5) r, , 

+ ^- l (x~af-‘]x - LL ^ ; + kQ(x-a ) m '; 
(*-«)" 


y entonces, al hacer 
se encontrara 


X = + z, 


(6)/(tf + z) = [^+^ lZ + ... ■f^, 1 z w '’ l ]x F ( a + Z l +Zz m ', 

(z) m 

con Z designando el valor del polinomio ££expre$ado en funcion de z. 
Si suponemos ahora que la sustituci6n de x + z, en lugar de x, en las 
funciones /(*)yF(*)da generalmente 

f(x + z)=f(x) + zf l (x) + z 2 f 2 (x) + ... , 

00 F(x+z)= F(x) + zFi(x) + z 2 F 2 (x) + ... 

+ * , 'Z,-(x) + f’ + t F±' + tix) + .... 

Se tendra, al tomar x — a + z , y al observar que el desarrollo de la 
funcion 


F(x) = F{a + z ) 

debe ser divisible por ( x - a ) m = z m , 

^ /( * + z )=/(>) + z f x ( *) + z 2 f 2 ( a ) +... , 

F(*+z)= [F w '(rf) + zF»' + i (a) + z 2 F m ' + 2 (a) + ... ]/*' 

(9) F(a) = 0, F l (a) = 0, , F„- l (a) = 0. 
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Con esto la f6rmula (6) se encontrara reducida a 

f(a) + zfi(a) + Jfz(a) + ... 

(10) =(A+A l z+A 2 z 1 + ... )x[F m , (a) + zF m ' + i(a) 

+ z 2 F m ’ + 2 (&) + ] + z m Z, 

y se concluira, al igualar en los dos miembros los coeficientes de las 
potencias semejantes de z , 

f{a)=AF m '{a ), 

( 11 ) fi(a)=Ai F m ' (a )+AF m '+ 

ft( a ) =Ai F m ' (a )+A\ F m ' + l (& ) F m ' +2 (<* ). 


Se encontrara por un calculo enteramente semejante 
f( b) = B F m "( b) , Mb) = BiF m ’ib) + BF m "+i(b) t / 2 ( *) = ... , 

(12) f(c)=CF„"’(c), Mc) = CiF m "ic) + CF m ’" + i(c), /2(<0 = - . 

Esas diversas ecuaciones bastaran para fijar completamente los 
valores de las constantes A, A\, Ai ,... B , B\ , Bz ,... C, C \, C 2 ,. .. . 
Ellas dar4n, por ejemplo, 


( 13 ) 1 *’(*) 

^ 2 " iVU) 

Las constantes asi determinadas son claramente independientes del 
modo empleado para la descomposicibn de la fraccibn racional p^ x ^* 
resulta que esta fraccion se puede descomponer sblo de una manera en 
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fracciones simples de la forma de aquellas dadas por el segundo miembro 
de la ecuacion (3). 

Es facil ver que la primera de las ecuaciones (13) concuerda con la 
formula (14) del primer paragrafo. En efecto, deviene la cantidad 
F m • ( a ) el polinomio 


Fm' ( a) + zF m ’ + i( a) + z 2 F m ' + 2 (a) + ... = a + z ) _ —_. (■*) — ^ 

zT (x-a) m 

cuando se hace z=Q6x = a;y en consecuencia, si se hace 


(14) 


F(x) = (x-a) m q>(x). 


se tendra F m ' (a) = (a), 


( 15 ) 


A = 


fill 

<P(*)‘ 


En el caso en el que al considerar a las funciones f(x)yF(x) como 
reales, la ecuacion F( x ) * 0 admita m' ralces iguales a a + p , la 
misma ecuacion admite tambien m' raices iguales conjugadas de las 
primeras. En consecuencia estas raices estan representadas por 

a -p V^T . 

Bajo esta hipotesis, si despues de la descomposicion de la fraccion 
racional 

fix) 

Pixy 


se juntan dos a dos las fracciones simples que tienen como denomi* 
nadores 


(x-a-pV-l ) m ' y (x-a + p f-i ) m ' 

(*-a-p yPl ) m '~ l y (x-a + p V-l ) w '~ 1 , 
. y . 

en fin 

*-a-pV-i y x-a+pH , 
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las distintas sumas obtenidas seran las fracciones reales y racionales que 
tendran por denominadores respectivos 

[(x-a) 2+ |3 2 r\ 

[(x-a) 2 + p 2 f 


(*-a) 2 + P\ 

y cuyo sistema se podra reemplazar por una sucesidn formada de otras 
fracciones que, con los mismos denominadores, tendrian como numera- 
dores a las funciones reales y lineales de la variable x. Es facil calcular 
directamente esta nueva sucesion de fracciones, comenzando por aquellas 
que corresponden a las mas altas potencias de ( x - a ) 2 + p 2 . Busquemos 
por ejemplo aquella que tiene por denominador 

[(x-a) ! + p 2 r'=(^-“-P^ : i )"'(*-<*+P^i )"'• 

Segun los principios establecidos en el primer paragrafo, ella sera 


(16) 

siempre que se haga 

1 


[(*-a) 2 + p 2 f 


(17) 


'2p>Pl 




<p(a-P>Pi ) 


y 

(18) 


<p(*) = 


Fix) 


[(*-a ) 2 + pT 

Debemos aiiadir que si en las fdrmulas precedentes se hace sucesi- 


jc=a + pV^T + z, x-a-P 'f-i +z, 
s concluira, al tomar en cuenta la segunda ecuaci6n de (8), 
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(p(a + pV^I + + ) + tFm’ + ija+V'Fi ) 

(2 p V-T + z) w ' 

<p(a + p>Pl i ^ F w * +1 ( a - P V-1 ) 

(-2p \Cf + z ) m ' 


y en consecuencia 


( 19 ) 


q)(a + P ) 

(p (a - P 4-1 ) 


Fw^a + P V^l ) 

( 2 P ) m< 

(_!)«' ^'(a + pV^T ) 
(2p V-l )*' 



SEGUNDA PARTE 


Calculo infinitesimal 



VIII 


(Tercera leccion) 


Derivadas de funciones de una sola variable 


Cuartdo la funcion j =/( x ) permanece continua 1 , entre dos limites 
dados de la variable xy si se asigna a esta variable un valor comprendido 
entre esos dos limites, un incremento infinitamente pequeno atribuido 
a la variable produce un incremento infinitamente pequeno de la 
funcion. En consecuencia, si se hace A x = i, los dos terminos de la razon 
de las diferencias 

Ay _ f(x+ i)-f(x) 

W A* i 

seran cantidades infinitamente pequenas. Pero mientras que estos dos 
terminos se aproximan indefinidamentey de manera simultanea al limite 
cero, la raz6n misma podra converger a un limite, ya sea positivo o 
negativo. Este limite, cuando existe, tiene un valor determinado para cada 
valor particular dex 2 . Asi por ejemplo, si se toma/( x) = x m , en donde 


* Cfr. Ia definicidn de funcion continua dada en el Cap. II, §2 del Analisis Atgebraico. 

2 Recordemos que en el capitulo II, §3 del Andlisis Algebrako, Cauchy se refiere a deltas 
fracciones tales que los limites de los dos terminos convergen a cero conforme la variable 
tiende a cero. Esa es, como se seiial6 en la nota 13 de dicho capitulo, la unica alusi6n al 
concepto de la derivada de una funcion. 

En el cuaderno XIII del Journal de I’Ecole Pofytkbnupte, A.M. Ampde introduce una 
definici6n para la derivada de una funci6n: si la funci6n/( *) toma valores distintos para 

dos valores distintos Xi yxi, el cociente ——-———- sera distinto de cero y de infinito. 
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m designa a un numero entero, la raz6n entre las diferencias infini- 
tamente pequenas sera 

L *±iJuzjr = m f-t + mlJ!Li 

i 1-2 

y tendra por limite la cantidad mx* ', es decir, una nueva funcidn de 
la variable x l . En general siempre sera lo mismo, pero la forma de la 

nueva funcion que servira de limite para la raz6n ? 

i 

dependera de la forma de la funcion propuestajy =f(x ). Para indicar 
esta dependencia se da a la nueva funcion el nombre de funcion derivada, 
y se le designa, con ayuda de un apostrofe, mediante la notation 

y o /'(*)\ 


y esta cantidad siempre sera mayor o menor que la cantidad que se obtiene al tomar 


/(*+»)-/(*) 


si se da a la cantidad * un valor suficientemente pequeho. Asi, “la derivada 


de la funcion/( x ) cs una funci6n de a; tal que ^ x + i )_ /(*) s i e mpre se encuentra entre 

dos de los valores que esta funcibn derivada toma entre x yx + i, sin importar cuales sean 
x c r. En la septima Ieccion Cauchy hace referenda expltcita a esta definicion debido a su 
estrecha relacibn con el Uamado teorema del valor medio que el demuestra en esa lecci6n. 

Este ejemplo muestra con claridad hasta qu^ punto esta parte del Analisis Matematico, el 
Analisis Infinitesimal, se apoya sobre los conceptos del Analisis Algebraico y hasta que 
punto, tambien, constituye una rama independiente de esta. Por Io pronto cabe notar que 
en la Teona de FuncionesAnalitiais de J.L Lagrange (al igual que en sus Lecciones sobre la Teorta 
de Funciona) la fdrmula del binomio de Newton se desprende de la fbrmula de Taylor, 
ciertamente Lagrange se ocupa solo del caso en el que el binomio se encuentra elevado a 
una potencia entera, resultado probado con toda claridad desde dempo atras. Cauchy no 
acepta este procedimiento y vemos aqui, mucho antes de tratar con la formula de Taylor, 
como la derivada de la funcibn y = x? se conoce a partir de la fbrmula del binomio de 
Newton. Elio, por cierto, sugiere que el resultado obtenido es valido para cualquier valor 
del exponente. 

La definicibn de la funcibn derivada de Cauchy, mas que remitir a una historia que se 
remonta al calculo de las diferencias de Leibniz o al metodo de las fluxiones de Newton, refleja 
una relacibn oscilante hacia el pensamiento de Lagrange. El term i no de funcion derivada es 
introducido por Lagrange en su Teoria de Funciones Analiticas en dondc intenta subrayar el 
que se trata de ur\*funcion que resulta de una operacion que hasta antes de el solo se concebia 
para ciertos valores o cantidades variables. Si bien es cierto que tanto en la tradicibn de 
Leibniz como en la de Newton se parte del principio de variacion (condicibn sin la cual no 
existirian las diferencias o las fluxiones), no sera sino hasta Lagrange que la operacibn se realiza 
sobre una fundSn. Sin embargo, como lo vemos aqui, Cauchy introduce a la funcibn 
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En la busqueda de las derivadas de las funciones de una sola variable 
x, es util distinguir a las funciones que llamamos simples, y que son el 


derivada a partir del concepto dc limite de una funcion y gracias al concepto de una cantidad 
infinitamente peqtuna. Lagrange, en cambio, define el concepto dc funcion derivada sin 
recurrir a estos conceptos, considcrados por el como mctafuuas, y lo introduce de manera 
“puramente algebraica”. 

El punto de partida de la teorla algebraica de Lagrange lo constituye la afirmacion de que 
cualquier funci6n de una variable/( jf ), admite un desarrollo de Taylor: si la variable x se 
sustituye por la variable ( jc + i ), con * un valor arbitrario, la funcibn de la nueva variable 
f{x + /) “se puede desarrollar en una serie de la forma 


/(* + O “/(*) + *> + '* + 1 r + — 

en donde p,q, r, etc., tambien son funciones dear y son independientes de la indeterminada i". 

Lagrange prueba primero que en un desarrollo de este estiio, Ios exponentes de la 
indeterminada i no pueden ser fraccionarios ni negativos, "... salvo que se den axciertos 
valores particulars ” (como en el caso de la funci6n Vx+ 1 que toma el valor ;5 para 
x = 0), 

Para mostrar que la funci6n tiene el desarrollo indicado, Lagrange considera en la 
expresi6n def(x+ i) aquello que es independiente de i, es decir, aquello que permanece 
cuando i = 0 (si i = 0 ,/( x + / ) deviene simplemente /( x ); por ello en la expresibn de 
f(x+i) sera posible separar/( jc) de Ios terminos que se anulan cuando 1*0). De la 
igualdad f(x+i)-f(x) = 0 para r = 0, Lagrange deduce 
(a) f(x+i)=Ax)+iP{x,i) 

como valor general, en donde P( x, i ) es una funci6n deary de iy que no deviene infinita 
para i = 0 . De esta segunda igualdad deduce 


(b) 




Para la funcion P(x, i ) se puede proceder de manera similar separando los terminos 
que no se anulan cuando i = 0 . Deahi se tiene que P{ x ,»)=/’(*) + iQX x,i),cn donde 
Q{x,i) tiene las mismas propiedades, luego procede del mismo mode para Q[ x , i ) : 
£(jc,r) = tf(x) + f/J(x,i). Al sustituir en el desarrollo general de/( x + i ) se tiene 
f(x+ i )*/(*) + iP=f(x) + ip(x) + ?Q,'*/(x) + ip(x) + t*q(x)+ 

Al continuar este procedimiento se obtiene finalmente el desarrollo: 

(c) /(*+»)=/(*) + »>(•*) + * + r(x) + ... 

en donde las funciones />(*),f(jr),r(x), son funciones dc la variable x mientras que 
los terminos iP , iQ., iR deben anularse cuando 1 = 0. Las funciones p ( x ) , 
r( x ),... etc., que aparecen en el desarrollo de la funci6n f( x + » ) (y que son funciones 
unicamente de la variable x ), son funciones que se dcrivan de la funciin primitiva/( x ). 
Para caracterizar completamente a estas funciones derivadas, Lagrange considera otra 
cantidad variable o, independiente de x y de r, si la variable x se sustituye por x + o entonces 
/( x + i ) deviene f(x+ i + o), cuyo desarrollo seri el mismo si se sustituye ( i + o ) en 
lugar de j. De esta afirmacidn se concluye que el desarrollo que se obtiene al sustituir i por 
(, + o): 
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resultado de una sola operacidn efectuada sobre la variable, de las 
funciones que llamamos compuestas y que se construyen con ayuda de 


f(*+i)-f(x) + ip(x) + ?q{x) + ?r{x) + ... 

f(x+i+o ) =/( x) + (/ + o)/>(x) + (» + o) 2 f(x) + (i + 0 ) J r(x) + ... 

=/(•*) + *p(x) + f(x) + 1 3 r(x)+... + p(x)o + 2q(x)io + 3r(x)o /* + ... 
es el mismo que se obtiene al sustitruir x por ( x + o ): 

/(x+i+o) =/( x + o) + ip(x + o) + i t q(x+o) + t i r(x + o) + ... 
del cual, al tomar el desarrollo de cada una de las funciones p, q, r, valuadas en ( x + o ) se 
obtiene: 

f{x+ i+ o )=/(x ) + of (x) + of (x) + o i f n (x) + ... 

+ i[/>(*) +op' (x) + o 1 p" (x) + o i p’" (*) + ... ] 

+ t*[q(x) + oq' (x) + o 2 q ,, (x) + o i q ,,, {x) + ... ) + ... 
=f(x) + ip(x) + i*q(x) + ?r(x) + ... 

+ of (x) + iop' (x) + 1 *oq’ (x) +... 

+f'(x)o* + io 2 p" (x) + ?o 2 q" (x) + ... 
en dond tf,f\p', p", q\ q" ... etc., son las funciones derivadas de/( x), p(x), q(x) 
... etc. 

De la igualdad de los dos desarrollos sc obtiene necesariamente que 
f(x)=p(x) 
p'(x) = 2q(x) 

*'(x) = 3r(x>.. etc 

De esto se observa que p ( at) es U primera derivada de la funcibn /(x);2f(x)esla 
primera derivada dtp ( x ), o bien, la primera derivada dtf{ x ) que es/”( x ), la segunda 
derivada de/( x);3r(x)esla primera derivada q '( x ) que es ^ f'( x ), etc. Al sustituir 
estos valores en el desarrollo de/(x + 1 ) se obtiene finalmente 

/(*+*)=/(*) + if (x) + ^r (x) + ~f” (x) +... 

que es el desarrollo de Taylor de la funcibn/(x ). Con esta formulacibn Lagrange pretende 
probar de manera general que cualquier funcibn posee un desarrollo y que para cualquier 
funcion siempre existiran sus funciones derivadas. 

La novedad del metodo algebraicoconsisteen que, ademas de la posibilidad de introducir 
esa nueva metafisica para el calculo, ahora las funciones derivadas adquieren, al igual que la 
funcibn primitiva, el caracter de ser funciones. Es decir, no se trata tan solo de un cierto valor 
asociado a la funcibn original, obtenido independientemente de las fluxiones o los 
infinitesimos, sino que sc trata de una funcibn — una cxpresion analitica— que se ha 
derivada a partir de la expresion analitica can6nica, el desarrollo de Taylor, de la funcibn 
primitiva. 

Despues de esta breve exposicibn del mfctodo de Lagrange para definir a las funciones 
derivadas, vemos cbmo Cauchy retoma un elemento central: la operacibn de derivacibn se 
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varias operaciones. Las funciones simples que producer! las operaciones 
del algebra y de la trigonometria (ver Cap. I, § 1 del Curso de Analisis ) 
pueden reducirse a las siguientes 

a + x, a-x, ax , , Lx t 

sen a:, cos*, arc sen*, arc cos*. 

En donde^ designa a un numero constante, a = ±A una cantidad 
constante, y la letra L indica un logaritmo tornado en el sistema cuya 
base es A. Si se toma a una de estas funciones simples porj, sera facil en 
general obtener a la funcibn derivada_y \ Se encontrara por ejemplo, para 
y = a + x, 

A v _ (a+x+i)-(a+x^ ^ lf y’ = \\ 

Ax i 

para y -a-x. 

Ay _ (a-x-i)-(a-xj y y __ j. 

A* i 

paraj> = ax, 

M = _£i£±il=^£« a> 

A* * 

para_y — a a_ 

Ay_ x+i x ~ a 

A* i x(x+i)’ x* 

para y = sen x, 



aplica sobre una funci6n y define a una nueva funcion (aspecto to talmenteau sente en el 
cAlculo de Us diferendas de Leibniz y en el cdlculo de Us fluxsonu de Newton). Sin embargo, y 
como resalta con claridad, Cauchy define a la derivada de una funcion utilizando el concepto 
de Umite, ausente en Lagrange. 

5 Se refiere a la parte publicada bajo el subtitulo Analisis Algebrako. 
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parajy = cos x, 


1 . 



Ademas, al hacer i = a x,A = 1 + P y (1 + a )* = 1 + y, se encontrara 
parajy = Lx, 


by - L(x + i)-Lx _ L( l+ct) _ Z,( 1+g); Lg 

i ax x ' ^ ~ x 

pATAy-A >c f 


A* 


~jf A 1 -l 


yf = ~ 


L{ 1+P)p 


A. 

" Lc' 


parajy = 


Ay _ ( x+ ‘) a -x a _ ( 1 + gf- 1 
Ax i a 


_ L ( 1 + g > 
~I(l + y)7 


a/~ 


y' 




En el caso de las ultimas formulas, la letra e designa al numero 
2,718... que es el limite de la expresidn ( 1 + a )“. Si se toma a este numero 
como base de un sistema de logaritmos, se obtendran los logaritmos 
neperianos o hiperbolicos , que indicaremos siempre con ayuda de la letra /. 
Dicho esto, se tendra claramente 


le — 1, Le 


Le 

LA 


le_ 

IA 


lA 1 


y ademas se encontrara, paraj? = lx, 



para_y = /, 
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Como las diversas formulas que preceden se han establecido s6lo 
para los valores dexpara los que corresponden valores reales dey, se debe 
suponer que x es positiva en aquellas formulas que se refieren a las 
funciones Lx, lx y tambien a la funcion x 4 , cuando a designa a una 
fracci6n de denominador par o un numero irracional. 

Sea ahora z una segunda funci6n de x, ligada a la primera 
y—f(x) por medio de la formula 

( 2 ) z = F(y). 

z o F [/(*)] sera lo que llamamos una funcion de funcion de la 
variable x; y si se designan por Ax, A y, Az los incrementos infini- 
tamente pequenos y simultaneos de las variables x ,y , z , se encontrara 

A z _ F(y + A y ) - F(y ) _ F ( y + Ay ) — F(y ) Ay 
A*~ Ax ” A y Ax 

luego, al pasar al limite, 

( 3 ) z' =y’F' 0 )=/'(x)F'[/(*)l- 
Por ejemplo, si se hace z — ay y y — lx, se tendra 


, , a 

z = ay = — . 

x 


Con ayuda de la f6rmula (3) se determinaran con facilidad las 
derivadas de las funciones simples/?* jX 4 , arc sen x, arc cos x, al suponer 
conocidas las derivadas de las funciones Lx, sen x, cos x. Se encontrara. 
en efecto, que para y-/F 

Ly = x, j'y = 1, y'=jt~ e =jfl/l; 

para y = x. 


. , 1 a , y a -\ 

ly-alx, v - = y -a^~ ax 
J y x x 


para y= arc senx. 


sen y — x. 


y' ~ cos y~ 1 , 


1 1 
COSJ Vl-x 2 


para y= arc cosx. 
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cos y = x, X ( - sen j ) = 1, y' =- -——- t 

sen y Vl -x 

Ademas, en virtud de la formula (3), las funciones compuestas 


tienen como derivadas 


a, s, i 

y 


j'jtlA.j’/.-lt 

y 

y as! las derivadas de las funciones 

, 1 ? / 1 1 

A , e , secx =-, cos x — -, 

cos x sen x 


A B B*IAIB, e e x , 


COS 2 X* 


Observaremos, para terminar, que en algunas ocasiones las derivadas 
de las funciones compuestas podran determinarse con la misma facilidad 
que las de las funciones simples. Asi por ejemplo, se tiene para 
sen x 

y = tan x - -, 


Ay _ _1 | sen (x + i ) sen x 


Ax i ^ cos ( x + / ) cos a: J icosxcos(x + i)' 
cosx 

para y = cot x =-, 


y - 


Az_i. f cos ( x + / ) 


A* / sen ( x + r) senx J rsenxsen (x+/)’ * sen 2 *' 
y se concluye, parajr = arc tanx. 


tanj = x, -V=l, y'=cos 2 y = - -j; 

cos*y ^ 1+^ 


para_y = arc cotx 



IX 


(Cuarta leccion) 


Diferenciales de funciones de una sola variable 


Sean como siempre y-f(x) una funcion de la variable inde- 
pendiente x, i una cantidad infinitamente pequena, y h una cantidad 
finita. Si se hace / = a h , a sera tambien una cantidad infinitamente 
pequena y se tendra la identidad 

f(x+i)-f(x) _ f(x + ab)-f(x) 
i a h 


de donde se concluira 

(1) nx+ai)-xx) _ nx+i)-f(x) ^ 

a i 

Cuando la variable a se aproxima indefinidamente a cero y la 
cantidad h permanece constante, el primer miembro de la ecuaci6n (1) 
converge hacia un linxite que es llamado la diferendal de la funci6n 
y =/( x )' Se indicara a esta diferencial por la caracteristica d, as! que se 
tiene: 

dy o df( x ). 

Es facil obtener su valor cuando se conoce el valor de la funcion 
derivada y ' of ( x ). En efecto, al tomar los Hmites de los dos miembros 
de la ecuacion (1) se encontrara que 

(2) df(x) = hf (x). 
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En el caso particular en el que/( x ) = x, la ecuaci6n (2) se reduce a 

(3) dx = h. 


De este modo la diferencial de la variable independiente x no es sino 
la constante finita h . Dicho esto, la ecuaci6n (2) deviene 

(4) df(x) -f (x) dx o lo que es lo mismo, 

(5) dy ~y' dx. 


De estas igualdades resulta que la derivada y ’ =f ( x ) de una 

funcibn cualquiera_y =/( x ) es precisamente igual a 4^; es decir, a la 

dx 

raz6n entre la diferencial de la funcibn y la de la variable; o si se quiere, 
al coeficiente por el que se debe multiplicar la segunda diferencial para 
obtener la primera. Es por esta razon que algunas veces se da a la funcibn 
derivada el nombre de coeficiente diferencial'. 

Diferenciar una fiinci6n es encontrar su diferencial. La operacibn por 
medio de la cual se diferencia se llama diferenciadon. 

En virtud de la fbrmula (4) se obtendran inmediatamente las 
diferenciales de las funciones de las que se hayan calculado las derivadas. 
Si se aplica primero esta f6rmula a las funciones simples, se encontrara 

d( a + x)~dx, d(a-x) = - dx, d(ax)-adx. 


Como senalamos en la nota 4 de la tercera lecci6n, aunque reintroduciendo en el calcuio 
a las cantidades infinitamente pequthas y a los Itmita, Cauchy recupera el termino de funcion 
derivada introducido por Lagrange y concibe que se trata de una operacibn sobre una 
funcibn y no tan s6!o sobre una magnitud cualquiera. A partir de esc momento pareda que 
las diferenciales o las diferencias, concebidas como "la porcibn infinitamente pequeiia en la 
que aumenta o disminuye de manera continua una cantidad variable”-ul y como la definiria 
L Hopital en su Analyse des Infimment Petits-, formaban parte de un lenguajeya caduco que el 
nuevo artdlisis de Cauchy deberia desterrar definitivamente. Vemos sin embargo en esta 
leccion a la diferencial concebida tambien como una operacibn funcional y que, de hecho, 
engloba a la propia operacibn de derivacibn ya que es posible expresar a la derivada de una 
funcibn como el cociente de la diferencial de la funcibn entre la diferencial de la funcibn 
identica. Esto ultimo, por cierto, recupera una tradicibn introducida por Euler en sus 
Institutiones Calculi Differetialis. 

Bajo la notacibn de las ecuaciones 4 y 5, a partir de la igualdad df{ x)stfi ( x)dx, 
queda claro que la diferencial de una funcion, que es una funcibn, se puede expresar gracias 
al factor/’ ( x ) -que en cada valor de x es una constante-. 
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d- = -a^f, <h? = <uf 1 dx\ 

x xr 

dAx~A lAdx, d? ~t dx\ 

u i dx „ dx 
dLx-Le —, dlx = —; 


d sen x— co$xdx = sen x + 


dcosx = - sen xdx= cos ” \dx\ 

dx , dx 

d arc sen x = 1=7 ; « arc cos x~- r —=7' 

dl — x Vl-x 

Se estableceran tambien las ecuaciones 


d arc cot x— - - 


Estas diferentes ecuaciones, al igual que aquellas a las que llegamos 
en la leccibn anterior, solo deben considerarse como demostradas para 
aquellos valores de x a los que les corresponden valores reales de las 
funciones cuyas derivadas se buscan. 

En consecuencia, entre las funciones simples, aquellas cuyas diferen- 
ciales pueden considerarse conocidas para cualquier valor real de la 
variable x son las siguientes 

a+x, a-x, ax, A*, e , sen*, cosx, 


y la funcibn ot , cuando el valor numerico de a se reduce a un numero 
entero o a una fraccibn de denominador impar. Pero se debera suponer 
que la variable x se encuentra entre los limites - 1 y + 1 para las 
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diferenciales de las funciones simples arc sen x, arc cos x; y entre los 
limites 0, oo para las diferenciales de las funciones Lx,lx,y tambien para 
la diferencial de la funcion x a , siempre que el valor numerico de a sea 
una fraccion de denominador par o un numero irracional. 

Hs importante observar que, conforme a las convenciones estableci- 
das en la primera parte del Curso deAnalist r 2 usamos las notaciones 


arc sen x, arc cos x, arc tan x , arc cot *, arc sec x , arc cosec x , 

no s61o para representantar un valor cualquiera de los arcos cuya funcion 
trigonometrica sea igual a*, sino aquel que tiene el valor numerico mas 
pequeno. O bien, si esos arcos son iguales dos a dos y de signo contrario, 
aquel que tiene el mas pequeno valor positivo. En consecuencia, 
arc sen x , arc tan x , arc cot x, arc cosec x son arcos comprendidos entre 

los limites - ~^ y arc cos x, arc sec x son arcos comprendidos entre 
los limites 0 y 7t. 

Cuando se supone^y =:/(x) y Ax= i ~ a b, h ecuacion (1), cuyo 
segundo miembro tiene como limite dy , puede presentarse bajo la forma 


a 


■ dy + P , 


en donde P designa a una cantidad infinitamente pequena, y se concluye 

(6) Aj = a(<y + P). 

Seaz una segunda funcibn de la variable*. Se tendra tambien 
Az = a( </z + y ), 

donde y designa tambien a una cantidad infinitamente pequena. Se 
encontrara enseguida 

A z _ dz + y 
Ay dy+ P ’ 

y luego, pasando al limite. 


Se refiere nuevamente al Analisis Atgebraico. 
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(7) 


/■ Az dz z' dx z [_ 
im Ay dy y'dx y 1 


Asi, la razon entre las diferenrias infmitamaitepequcnas de dos funciones 
de la variable x tiene como Umite la razon entre sus diferenciales o sus denvadas . 

Supongamos ahora que las funciones y y z estan relacionadas por la 
ccuaci6n 


(8) z = F(y). 

Se concluira 


Az _ F( y + Ay ) - F( y ) 

Ay A y 

luego, pasando al limite y tomando en cuenta la f6rmula (7), 


(9) 


Az 

A y 


= ~,=F' (y), 

y 


dz~ F’ (y) dy, z’=y’F’(y). 

La segunda de las ecuaciones (9) coincide con la ecuacion (3) de la 
lecci6n anterior. Ademas, si se escribe en la primera F{y) en lugar de 
z, se obtendra la siguiente 

(10) dF(y) = F’{y)dy , 

que por su forma es semejante a la ecuacibn (4), y que sirve para 
diferenciar a una funcion de y, aun cuando y no sea la variable 
independiente. 


3 Esta relaci6n servira para resolver el problema de encontrar el valor de una fraccibn cuyos 
numerador y denominador son funciones de la variable x y que presenian un valor de la 
forma j (problema 4 de la sexta leccibn) y que retomara una solucibn propuesia por 
L’Hopital. Lo relevante es que Cauchy parece encontrar aqut la acpresion correeta del 
problema: el cociente de las diferencias infinitamente pequenas de dos funciones (y no de 
dos cantidades cualesquiera como lo trata L’Hopital en su definicion de diferencial en la 
seccibn 9 de su obra. Cfr. nota 5 de la sexta leccibn) debe ser sustituido por el cociente de 
las tramformadas de esas funciones, el cociente de sus difcTenaales o el cociente de sus derivadas. 
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Ejemplos: 
d(a +y ) = dy. 



d ( ~y ) = ~dy, d(ay) = ady, d / = e y dy , 

ily > = hL=Ui t .... 

y y * y 


i(al‘) = adx m = max’ n -' ix, if = / dt‘ = /S dx , 


d l sen x - 


d sen x 
sen x 


co sxdx 
sen x 


dx dx 

- a l tan x = -,. 

tan x sen x cos x 


La primera de esas formulas prueba que la adicion de una constantsy 
unafuncion no altera a la diferencial ni, en consecuencia, a la derivada. 







X 


(Sexta leccion) 

Uso de las diferenciales y de las funciones 
derivadas para la solucion de varios problemas 
Maximos y minimos de funciones de una sola 
variable. Valores de fracciones que se 
representan bajo la forma 


Despues de haber aprendido a formar las derivadas y las diferenciales 
de las funciones de una sola variable, vamos a indicar ahora el uso que 
podemos hacer de ellas para la solucidn de varios problemas. 

Problema I. La fundbny =/( x ) se supone continua respecto a xenla 
vecindad del valor particular x — Xo. Se pregunta si a partir de este valor, la 
funcion crece o disminuye mientras que se hace crecer o disminuir a la variable. 

Solucidn. Sean Ax, A^ los incrementos infinitamente pequenos y 

& X 

simultaneos de las variables x,y. La razon ~ tendra por limite 

A y 

— = y ' Se debe concluir que, para valores numericos muy pequenos de 
dy 

Ax y para un valor particularde la variablex, la razon sera positiva 

si el correspondiente valor de y' es una cantidad positiva y finita, y 
negativo si este valor d ty' es una cantidad finita pero negativa. En el 
primer caso, al ser del mismo signo las diferencias infinitamente pequenas 
A x, A y , la funcion y crecera o disminuira, a partir de x ~ xo , al mismo 
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tiempo que la variable x. En el segundo caso, al ser de signos contrarios 
las diferencias infinitamente pequenas, la funcion y crecera si la variable 
x disminuye y decrecera si la variable aumenta. 

Al admitir estos principios, y al concebir que la funcion y =f(x) 
permanece continua entre dos limites dados x = xo> x = X, si se hace 
crecer a la variable x por grados insensibles desde el primer limite hasta 
el segundo, la funcion y crecera siempre que su derivada, al ser finita, 
tenga un valor positivo; y sera decreciente siempre que esta misma 
derivada tenga un valor negativo. Asi la funcionj> no podra dejar de crecer 
para disminuir, o de disminuir para crecer, mientras que la derivada^y' 
pase de positivo a negativo o reciprocamente. Es importante observar 
que, en este caso, la funci6n derivada debera anularse si no deja de ser 
continua 1 . « 

Cuando un valor particular de la funcion f(x) rebasa a todos los 
valores vecinos; es decir, todos aquellos que se obtendrian al hacer variar 
ax en mas o en menos una cantidad muy pequena, este valor particular 
de la funcion se llama un maximo. 

Cuando un valor particular de la funcion /{x} es inferior a todos 
los valores vecinos, este toma el nombre de minimo. 

Dicho esto, es claro que si las dos funciones/(•*),/' (x) son 
continuas en la vecindad de un valor dado de la variable x, este valor 
s6Io podra dar un maximo o un minimo de/( x ) si /' ( x) se anula. 

Problema II. Encontrar los mdximos y mtnimos de una funcion de la 
variable x. 

Solucidn. Sea/(x) la funcion propuesta. Se buscaran primero los 


1 Cauchy considcra neccsaria la hip6tesis de la continuidad de la funci6n derivada para 
poder asegurar, de acuerdo con el teorema del valor intermedio demostrado en t\Analisis 
Algebraico (Cap.II, §2, teorema 4), que dicha funcion debera anularse al pasar de positiva a 
negativa. Asi, la condici6n de continuidad que es suficitntt para satisfaccr la condici6n del 
valor intermedio es pensada por Cauchy como una condicibn nectsaria. 

De hecho se sabe que hay funciones discontinuas que cumplen con la condicibn del 
valor intermedio, como es el caso de la funcibn 

/( x ) = sen j para x* 0 

/( x ) » 0 para x = 0. 

Sabemos tambien que para una funcibn real y diferenciable la funcion derivada se anula 
independientemente de que sea continua, cuando la funcibn cumple la condicibn dcscriu 
por Cauchy. 
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valores de x para los cuales la funcion/( x ) deja de ser continua. A cada 
uno de esos valores, si es que existen, corresponded un valor de la funcion 
y que sera ordinariamente una cantidad infinita, o un maximo o un 
mini mo. 

Se buscaran, en segundo lugar, las raices de la ecuacidn 

(1) /'U) = ° 

con los valores de x que hacen a la funcion/' ( x ) discontinua, y entre 
los que se debe colocar en primer lugar aquellos que se deducen de la 
formula 

(2) /' (*) = ±°° o 77“-p 0 - 

Sea x~xq una de esas raices o uno de esos valores. El valor correspondi- 
ente de/(x), a saber/(*>), sera un maximo si, en la vecindad de 
jc = xt , la funcion derivada/' ( * ) es positiva parax: < x* y negativa para 
x>Xo. Por el contrario,/( xb ) sera un minimo si la funcion derivada 
/' (xr) es negativa para x<xa y positiva para x>xo. En fin, si en la 
vecindad de x = xb, la funcibn derivada/' (x) fuera constantemente 
positiva o negativa, la cantidad/ ( Xo) no seria mas ni un maximo ni un 
minimo 2 . 


2 Podcmos dccir que los metodos para encontrar los maximos y minimal de una cuiva se 
encuentran en el origen mismo del calculo diferencial. Ciertamente Leibniz hace publicas 
las reglas de su nuevo calculo, “el algoritmo de este nuevo calculo llamado calculo diferenaal ", 
en su NovaMethodusproMaximis etMinimis, itemque Tangenlibus, quae necfractas nec trrauonales 
quantitates moratur etsingulare pro illis calculi genus, de 1684. La diferencia de una magnttud V 

es introducidaen este textode la siguiente forma: . . c . 

Si V es una curva cuya ordtnada en un punto se denota por vyxes la absma sobre eleje, bt 
abora VB represent a la tangente a la curva en el punto comideradoy B es la tnterseccion de esta 
tangente con el eit. Sidxesuna magnitudcualquiera (representadapor unsegmentode recta arbitrano), 
dv (la diferencia de v) sera una magnitud que a a dx como v es a XB (la longitud del segmento de 
ae considerado entre el origen y el punto B). 

A parti r de estas consideraciones Leibniz es capaz de proponer las reglas para su nuevo 
metodo: si a es constante (se trata claramente de una recta paralela al eje) da = 0. Si 
v - z -y+ w+x, dv = dz-dy + dw + dx. Tambien se tiene d( xy ) =ydx + xdy etc. 
Sobre las reglas de los signos, y el cambio de signo para dv, Leibniz continua. 

En lo que se refiere a los signos, semilemos que si bien en el cdkulo pasamos stmplementc de una 
letra a su diferencial, conservamos de manera natural los mismos signos, pero cuando se hacen exphctlos 
los valores, es decir, cuando se examina la relation entre vyx(la abscisa del punto de la curva en el 
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Ejemplos. Las dos funciones J, j~ que devienen discontinuas al pasar 

de valores reales a imaginarios, en tanto que la variable* disminuye a! 
pasar por cero, obtienen, para* = 0, un valor nulo, el cual representa un 
minimo de la primera funcibn y un miximo de la segunda. 

Las dos funciones x?, *i, cuyas derivadas pasan de positivas a 
negativas al reducirse a cero o a infinito para el valor cero de *, tienen 
ambas a cero como valor minimo. En lo que se refiere a las funciones 
^ yjo, cuyas derivadas devienen tambien cero e infinito para* = 0 pero 
que permanecen positivas para todos los valores de*, ellas no admiten 
ni maximo ni minimo. 

La funcibn ** +px+tf, cuya derivada es 2x + p, toma para 
x = “ 2 P e * va * or m * n ‘ mo ~ -^P 2 > lo cual se verifica facilmente al poner 


a la funcibn bajo la forma 

La funcion —, cuya derivada es — {~ ) 

, * * U* 

minimo — para x~Le cuandoy? rebasa a la unidad. 


toma el valor 


La funcion — 

* 

valor maximo —- . 


, cuya derivada es 


^(Le-Lx), toma para * = e el 


que suordenada es v) es cuando se conduye si el vabr de dv es positivo o negatives. Ast, pucsto que 
las ordenadas v creceny decrecen, dv sera a su vez una magnitudpositiva o negatives. Ntnguno de 
los dos casos sepresenta en unpuntoM, en donde v no crece ni deaece sino queptrmanece estacionaria 
y por lo tanto dv = 0.En esepunto la ordenada v es mdxima (o minimo dependiendo de si presenta 
a / eje una convexidad o concavidad). 

Lo important no es tanto mostrar c6mo estos mitodos de maximos y minimos, 
vincu ados de manera inseparable con los mi todos para encontrar las tangentes, se 
encuentran en el origen del ciJculo differencial, sino el sefialar mas bien como es que para 
Leibna el manejo algpritmtco de este nuevo calculo surge a partir del problema geometrico 
de las tangentes. Mas alia del procedimicnto inaugurado por Descartes, el calculo surge a 
partir dc la geometria. 

E*to nos permite trazar la distancia que scpara a Cauchy de esos remotos origenes del 
calculo. La defimci6n de los conceptos basicos sc hace sobre una base puramente analitica , 
y estos procedimientos analiticos permiten resolver algunos de los mas anejos problemas 
e la geometria, pero de ninguna manera los conceptos del calculo (el concepto de derivada 
en este caso) dependen de su aplicaci6n e interpretaci6n geometricas. 
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La funci6n x a e *, cuya derivada es x?e x 1 |, toma para 
x = a el valor maximo e~ a 

Problema III. Determinar la indinacion de una curva en unpunto dado. 

Solucibn. Consideremos a la curva que tiene por ecuaci6n, en 
coordenadas rectangulares ,y x ) . En esta curva, la cuerda trazada 
desde el punto ( x ,y ) * hasta el punto ( x + A x ,y + forma, con el 
eje de las* prolongado en el sentido positivo, dos angulos, uno agudo y 
el otro obtuso. De estos angulos el primero mide la inclinaci6n de la 
cuerda con respecto al eje de las x. Si el segundo punto se aproxima a 
una distancia infinitamente pequena del primero, la cuerda se confundira 
sensiblemente con la tangente de la curva trazada en ese punto; y la 
indinacion de la cuerda, respecto al eje de las x, deviene la inclinaci6n 
de la tangente o bien la indinacion de la curva respecto al mismo eje. Dicho 
esto, ya que la inclinaci6n de la cuerda tendra por tangente 

trigonometrica el valor numerico de la raz6n , es claro que la 

indinacion de la curva tendra por tangente trigonometrica el valor 
numerico del limite hacia el cual converge esta raz6n; es decir, el valor 
i dy 3 

numerico de la funci6n derivada^ = ■ 


* Indicaremos aqul a los puntos con ayuda de sus coordenadas entre parentesis. En muchos 
casos tambien indicaremos a las curvas por sus ecuaciones [Nota de Cauchy). 

J Hasta antes de la introduced del nuevo calculo de Leibniz, cl problema del calculo de 
las tangentes habia encontrado basicamente dos metodos de solucibn: un metodo cuyo 
origen se remonta a Descartes, basado en el calculo de las ralces comunes de la curva y la 
tangente, y uno de Fermat. Como ha sido senalado en numerosas ocasiones, la novedad del 
Nuevo MHodo de Leibniz es doble: el poder ser tratado apartir de unas simples reglas de ailadv, 
y el de permitir ver (a partir de su manejo puramente algoritmico) que este problema del 
cdkub de las diferendas es inverso (utiliza un algoritmo inverso) al metodo o calculo de las 
sutnas, usado para el calculo de la cuadratura de la curva ( Cfr . nuestras anotaciones a la 
leccibn 26). 

Pero en lo que se refiere a la manera en la que Cauchy introduce la aplicaeibn de las 
derivadas para la solucibn de estos problemas, nos parece que, pese a la difercncia que ya 
senalamos respecto de la forma en la que se introduce el concepto mismo de funcibn 
derivada ( Cfr. nou 4 de !a tercera leccibn), hay una gran semejanza con el estilo de Lagrange. 
Este autor en su Teorla de Funciones Analtticas, despues de introducir de manera puramente 
algebraica a las funciones derivadas, dedica la segunda y tercera partes de su obra a las 
apiicacioncs a la geometria y a la mccanica. Lo realmente significativo de esta presentacibn 
- y es a este estilo al que se pliega Cauchy en esta leccibn- radica en que dichas apiicacioncs 
del concepto de funcibn derivada son posibles a partir de la naturaleza misma de esc 
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Si el valor dey' es cero o infinito, la tangente a la curva sera paralela 
o perpendicular al eje de las x . Y esto es ordinariamente lo que sucede 
cuando la ordenadajy deviene un maximo o un mmimo 4 '. 

Ejemplos: 

y = x\ y = x , y = yT, j = J, 
y = x a , y=A c l ^ = senjc, .... 

Problema IV. Se pregunta por el verdadero valor de una fraccion cuyos 
dos terminos sonfunciones de la variable x, en el caso en el que se atribuya a esta 
variable un valor particular, para el cual la fraccidn se presenta bajo la forma 
indeterminada £. 


concepto; de $u natural aa puramenle algtbraica Lagrange extrac la posibilidad de su apticacidn 
tamo a la mecanica como a la gcomctria. La forma algebraica contiene ya la posibilidad de 
su intcrpretacion geometrica. 

Una curva es ante todo la grafica de una funcidn/( x ), la linea recta que es tangente a 
la curva en un punto es tambien la grafica de una funcibn (lineal) g (x ) que coincide con 
f(x)e n un unico punto jco. De la iguaidad f(xo) = g(xo)$t tiene, al tomar el desarrollo 
en serie de la funcibn/( xq +1): 

/ ( ja> + * )=/( am,) + //'( ^ ) + jf" (n ) + jf"' (*>) + ,... 

Como|( x$ + i ) debe ser mayor o menor que/( xq + f ) sin importar que i sea positivo 
o negativo; y debido a que g ( x ) = ax + b, g(x*+ i) = a{xo + »)+ b = 

g(j%) + ai </( Xo + i ). Como esta diferencia debe desaparecer conforme / desaparezca, 
se ve que/' ( xo ) coincide con a. 

Como se puede observar, el concepto de funcibn derivada del cual parte Cauchy difierc 
de aquel del que parte Lagrange, sin embargo, en ambos casos, la exprcsibn formal e% la que 
garantiza la intcrpretacion geometrica. 

Es importante senalar que Cauchy hace esta observacibn despues de habcr mostrado, en 
los problemas I y II, que la derivada se anula, si es continua, en un punto maximo o minirno 
debido a que pasa de un valor positivo a un valor negativo — o viceversa— . 

La interpretacion geometrica que se presenta en el problema III permite mostrar que la 
derivada sc anula en un maximo o un minirno, si es que la derivada existe en dicho punto, 
al margen de que sea o no continua. Cauchy esta pues mas interesado en mostrar una 
consecuencia de una propiedad analitica (de continuidad) de una funcibn, que en deducir 
una consecuencia a partir de la interpretacidngeometrica de la derivada. Esto niuestra el orden 
de los problemas analizados: la derivada puede ayudar a encontrar la inclinacion de una 
curva una vez que ha servido para mostrar que una funcibn es creciente o decreciente segun 
que la derivada sea positiva o negativa. 
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Solucion. Sea s = - la fraccion propuesta, y y z designan a dos 

y 

funciones de la variable xr, supongamos que el valor particular x = xo 
reduce esta fraccion a la forma ^; es decir, anula a las funciones^ y z. Si 

se representan por A x, Ay ,Az los incrementos infinitamente pequenos 
y simultaneos de las tres variables x,y, z, se tendra para un valor 
cualquiera de x z Z + Az 

s~- = lint -- 

y y + Ay 

y, para el valor particular x-xo, 

.. A z dz z' 

0 ) S=lm Ty = Tj=S- 

Asi el valor buscado de la fraccion s oj coincidira generalmente con 

el de la razon o 5 
dy y' 

Ejemplos. Se tendra, para x~0 

s en x _ cos x _ ^ l( 1 + *) 1 ^. 

X 1 * x 1 + X * 


para x - 1, 


lx 1 j 
x -1 X 


x n -\ nS~' n 


5 El metodo aqui descrito para resolver una indeterminadon de la forma jj, conocido como 
la regia de L‘H6pital es tratado por vez primera en el Analyse des lnfiniment Petits del Marques 
de L’H6pital (secd6n 9). El solo enunciado de la versi6n original de este problema muestra 
con claridad la distancia que separa el nuevo estilo analltico de Cauchy {Cfr. nota 3) del 
viejo estilo del calculo que partia necesariamente de un razonamiento geometrico. L’Hopital 
trata cl siguiente 

Problema: Sea una Itrtea curvaAMD (AP = x, PM =y,AB = a) tal que el valor de la ordenaday 
se exprese mediante una fraccion cuyo numeradory denominador devienen cero cuando x = a, es dear ; 
cuando el panto P cae sobre elpunto B. Se pregunta cudl debe ser entonces el valor de la ordenada, 

L’Hopital trata aqui del problema planteado por un cociente cuyos terminos devienen 
infinitamente pequenos. La solucibn propuesta por Cauchy parte de esa misma consideracibn, 
el cociente de dos diferencias infinitamente pequeiias, pero es remitido al ambito legitimo 
del calculo y se resuelve a traves de las diferendales y las derivadas de las funciones cuyas 
diferencias son infinitamente pequeiias (Cfr. nota 3 de la cuarta leccion). 



XI 


(Septima lection) 


Valores de algunas expresiones que se presentan 
bajo las formas indeterminadas ~ > 00 ° ■ 

Relaciones que existen entre la razon de las 
diferencias finitas y la funcion derivada 


Hemos considerado en la lecci6n anterior a las funciones de la 
variable x que para un valor particular de la variable se presentan bajo la 
forma indeterminada J. Es frecuente que esta forma indeterminada sea 

reemplazada por alguna de las siguientes: oo° o x oo, o°.Asi, cuando 

f{x) crece indefinidamente con x , los valores particulares de las dos 
funciones 

para jc = oo, se presentan bajo las formas indeterminadas j-j, Esos 

mismos valores pueden, en general, calculate facilmente con ayuda de 
dos teoremas establecidos en el Andlisis Algebraic # 1 . Pero nos limitaremos 
aqui a mostrar con algunos ejemplos como se pueden resolver los 
problemas de esta especie. 


Se trata de los teoremas 1 y 2 del capitulo II, § 3. 
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/f 

Pongamos en primer termino a la funcidn A designa a un 

numero mayor que la unidad, y preguntemonos cual es el verdadero valor 
de la funcion para x = °o . Se observara que para los valores de x que son 

mayores que ~ la funci6n derivada es siempre positiva y entonces la 


funcion dada sera siempre creciente con*. De hecho, si se representa con 
m a un numero entero susceptible de un incremento indefinido, la 
expresion 


A m _ ( l+A-l) m 

m m 


m l 


tendra evidentemente como limite al infinito positivo. Se tendra en 
consecuencia 


( 1 ) 


7 * 

hm — — co . 


Resulta de esta ultima formula que la exponential A* ,cuando el numero 
A rebasa a la unidad, crece con mucho mayor rapidez que la variable x 2 . 

Lx 

Busquemos, en segundo lugar, el verdadero valor de la funcion — 

JC 

para* = oo, la base de los logaritmos es un numero/? superior a la unidad. 
Al hacer_y = Lx se encontrara 


Lx _ 
x ~ A y' 


Este ejemplo ya fue analizado por Cauchy en el AnalisisAlgcbraico (Cap. II, §3) como un 
corolario del teorema 1 (Cfr nota 1). Es importante hacer notar que el analisis que Ileva a 
cabo Cauchy ahora se encuentra tambifcn justificado por los procedimientos del analisis 
algebraico que ya hemos sehalado. En este caso Cauchy se apoya sobre la f6rmu!a del 
binomio de Newton -y sobre la propiedad arquimediana de los numeros reales— para 
corroborar una conclusidn extraida del problema 1 de la sexta leccibn. 
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y como la funci6n — tendra por llmite — - 0, se concluira 
A y oo 


(2) 


//« —= 0 . 


Resulta que, en un sistema cuya base es superior a la unidad, los logantmos 
de los numeros crecen mucho menos rdpxdamente que los numeros mismos. 

Busquemos ahora el valor de x 1 para #=oo. Como se tendra 
evidentemente 

1 Lx 

x-=A7, 

se concluira 


(3) 


lim X‘ — /f = 1. 


Cuando se reemplaza, en las formulas (2) y (3), a: por , se concluye 

que las funcionesa/arya^convergen respectivamente a los limites 0 y 1, 
mientras que se hace converger x al llmite cero. 

Vamos a dar a conocer ahora una relacion digna de ser observada* 
y que existe entre la derivada f' (a) de una funcion arbitraria_/( x ) y 

la razbn de las diferencias finitas^ - ^—^ ^ Si en esta razon se 

atribuye a x un valor particular de ,*b, y si se hace Xo + h = X, tomara la 

forma - ^ . Dicho esto, se establecera sin dificultad la proposi- 

X-Xo 

cion siguiente: 

Teorema. Si la funcion f{x)es continua entre los limites x — x^x — X, 
y si se designa con A al valor mas pequeno, y con B al mas grande, de la funcion 
derivada f (x)en ese intervalo la razon de las diferenciasfinitas 


(4) 


/W-/U) 

X-xo 


estard necesariamente comprendido entre Ay B. 


3 Cfr, Corolario 1 del teorema 1, Cap. II, §3. 

* Se puede consultar sobre este punto una Memoria de M. Ampere, en el cuaderno XIII dei 
Journal de I’&cole Polytecbnique. [Nota de Cauchy] 
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Demostraci6n. Designemos por 6 , e dos numeros muy pequenos, 
el primero se elige de tal modo que, para valores numericos de / menores 
que 8, y para un valor cualquiera de x entre los Hmites xo y X, la raz6n 

i 

es siempre mayor que/' ( x ) — e y menor que/' ( x ) + e. Si, se interpo- 
nen n - 1 nuevos valores entre los llmites xo yA"de la variable x, a saber 

» %Si ■ ] y 

de tal manera que se divida la diferencia X-x$ en elementos 
X\-X0y Xi~X\ , ... , X-x n - 1, 

que al ser todos del mismo signo tengan valores numericos inferiores a 
5, entonces las fracciones 

w /(*■)-/(*■)yu)-/(*,) . /u)-/•(*„-.) 

X\ ““ Xq Xl ““ Xi X ■*" — I 

que se encuentran comprendidas, la primera entre los llmites 
/’(jgd)-e, f'(xb) + E, la segunda entre los Hmites /'(xi)-e, 
f’(x !) + e,... , seran todos mayores que la cantidad A - e, y menores 
que la cantidad B + s. De hecho, si se divide la suma de los numeradores 
de las fracciones (5) entre la suma de sus denominadores se obtiene, en 
virtud de que los denominadores son del mismo signo, una fraccibn 
media , es decir comprendida entre la mas pequena y la mas grande de las 
consideradas {Cjr. Analish Algebraico, Nota II, teorema 12 4 ). La expresi6n 
(4), con la cual esta media coincide, estara ella misma comprendida entre 


El teorema 12 de la nota II del Analisis Algebraico asegura que si b\, ... bn son n cantidades 
del mismo signo y a\,... a„ son n cantidades cualesquicra se tendra 
<*i + +... + An j[j( a * 4 a * ^ 

h + fa. +.. - + b„ ^ b\ * hi ” ’ ’ b* J 

en donde el segundo miembro de la igualdad dcnota a un valor comprendido entre las 
fracciones 

0\_ On 

h' bi' b n ’ 
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los limites y? - e, B + E, y como esto vale.no importa cuan pequeno sea 
el valor de e, se puede afirmar que la expresibn (4) estara comprendida 
entr cA y B. 

Corolario. Si la funci6n derivada/' ( x ) es tambien continua entre 
los limites a : = xo , x = X, al pasar de un limite al otro esta funrion variari 
de tal modo que permanece siempre entre los dos valores Ay By toma 
todos los valores intermedios. Asi, cualquier cantidad media entre A y 
B sera un valor de/' ( x ) que corresponde a un valor dex comprendido 
entre los limites xo yX = Xo + h t o igualmente, a un valor de x de la forma 

xo + Oh = Xb + Q(X-xo), 

donde 0 designa a un numero menor que la unidad. Al aplicar esta 
observation a la expresi6n (4), se concluira que existe entre los limites 0 
y 1 un valor de 0 capaz de verificar la ecuacion 

/(*)-/(*>) ^ + Q(X-Ao )] 5 

X-Xo 

o, lo que es lo mismo, la siguiente 

( 5 6 ) + ( XQ + Q h y 

h 

Esta ultima formula debera subsistir, cualquiera que sea el valor de 
x representado por Xo, siempre y cuando la funci6n/( x ) y su derivada 
f'(x) permanezcan continuas entre los valores extremos x = J5o, 
x - + h 6 . Se tendra generalmente bajo esta condicion 

w a*±n=iL * i =f . lx+9t) , 

h 

ademas, al escribir Ax en lugar de h , se obtendra 
(8) /(x + Ax) —/( x)—f (x + 0Ax)Ax. 


5 Cfr. nota 2 de la leccion 3. Claramente esta igualdad se apoya, debido a que se supone que 
la funci6n/’( x ) es continua, en el teorema del valor intermedio. 

6 Nuevamente Cauchy supone necesaria la condicion de continuidad de la funci6n 
f ( x ) para probar este resultado conocido como cl teorema del valor medio. Sabemos que 
dicha condici6n no es necesaria. 
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Es importante observar que en las ecuaciones (7) y (8), 9 designa 
siempre a un numero desconocido pero menor que la unidad. 

Ejemplo. A1 aplicar la formula (7) a las funciones X?, lx, se tiene 


Lx±hjr- 


= a(x-Qh) a 


-i Hx+h)-lx _ l_ 


x + 0 h 





XII 


(Decimasegunda leccion ) 


Diferenciales y derivadas de distintos ordenes 
para las funciones de una sola variable 
Cambio de la variable independiente 


Como las funciones de una sola variable x tienen comunmente por 
derivadas a otras funciones de esta variable, es claro que de una funcidn 
dadaj? =/(x), se podran deducir en general muchas funciones nuevas 
en donde cada una sera la derivada de la precedente. Esas nuevas 
funciones se suelen llamar derivadas de diversos ordenes de y o/( x ), y se 
les indica con ayuda de las notaciones 


„(«) 


o 


Dicho esto,j' of ( x ) sera la derivada de primer orden de la funcion 
propuestajf =/( x );y " of (x) sera la derivada de segundo orden de^yy 
al mismo tiempo es la derivada de primer orden de y ', ... ; ” * o 

f" * ( x ) (» designa a un numero entero cualquiera) sera la derivada de 
orden n de_y, y al mismo tiempo la derivada de primer orden dey ( ' tt ~ 1 \ 
Sea ahora dx= h la diferencial de la variable independiente x. Se 
tendra, despues de lo que se acaba de decir. 


(1) 




’ dx' ~ 


dx ’ * 


dx 




.(»-o 


dx 
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o, lo que es lo mismo 

(2) dy —y ’ h, dy'~y" h, dy" -y"' h , ... , dy^ n ~ 1 ^-y^ n ^ h. 

Ademas, como la diferencial de una funcibn de la variable x es otra 
funcirin de esta variable, nada nos impide diferenciar a y varias veces 
seguidas. Se obtendran de esta manera las diferenciales de divenos ordenes 
de la funcionj, a saber: 

dy-y' h -y‘dx, 
ddy-hdy' —y" h 2 =y" did, 
dddy- h 2 dy” =yh* —y"’ dx , 


Para abreviar, se escribe simplemente d 2 y en lugar dtddy ,d*y en 
lugar de dddy... ; de modo que la diferencial de primer orden esta 
representada por dy , la diferencial de segundo orden por d 2 y „ la de 
tercer orden por d ) y... , y en general la diferencial de orden n por 
d H y . Admitidas estas convenciones, se tendra evidentemente 


^ dy=y'dx, d 2 y=y” did, d i y-y"'d^, 

d A y-y v dx .. d H y-^ n ^did , 

y en consecuencia 


, dy 
y =~r: y 


(4) 


y- 


dx 

d\y_ 

dx A 


dx 1 dy? 

.; y»)=^r. 


Resulta de la ultima formula de (3) que la derivada de orden n , a 
saber_/ es precisamente el coeficiente por el que se debe multiplicar 
la potencia de la constante h — dx para obtener la diferencial de 
orden n. Es por esto quey** es llamado en ocasiones el coeficiente 
diferencial de orden n\ 


1 Como lo comentamos anteriormente (Cfr. nota 4 lecd6n 3), la introducci6n del concepto 
de funci6n derivada no arroja de manera inmediata la introducridn de las derivadas de 
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Los metodos por los cuales se determinan las diferenciales y las 
derivadas de primer orden para las funciones de una sola variable, sirven 
igualmente para calcular sus diferenciales y sus derivadas de 6rdenes 
superiores. Los cilculos de esta especie se efectuan con mucha facilidad 
como lo muestran los ejemplos siguientes. 

Hagamos primero y — sen x . Si se designa por a a una cantidad 
constante, se tendra en general 

</sen(jc + d ) = cosO+«)<f (x +a) = sen(x+a+ ^n liar. 


por lo que se concluira 


d sen x = sen| x + \dx. 


d sen | x+2 n |= sen ( *+Jl ) </*, 


. ( 3 

r/sen(* + n ) = sen x + ~ti dx, 

V / 


brdenes superiores. Pero es daro que si bien la derivada de la funcion/X *) se introdujo 
como el limite al que tiende el cociente^£±iizXl£l cuando i tiende a ccm, Cauchy no 
esta interesado en senalar, por ejemplo, que la segunda derivada de/( x ) es ahora el limite 
del cocicntc^ ^ cuando * tiende a cero. Su interes se centra mas bien en mostrar 

que si se tiene / = 4^. tambien se tendra es decir, mas que presentar a la 

M dx d x 

derivada - de cualquier orden- como un limite, la introduce como un coefidente diferencial 
— de un cierto orden—. , , 

Ya habiamos senalado tambien en nucstra nota 1 a la lecci6n 4 que la remtroduccion de 

la diferencial como una operacion sobre una funcion, y la igualdad/ = senalaban ahora 

el retorno de Cauchy a la senda del Calculo Diferencial en la tradicibn dada por Euler en 
sus Institutiones Calculi Differentudis (de 1755). Para Euler, en efecto, cl estudio de la razbn 
entre dos cantidades cvanescentes, dyydx, cociente que toma en un primer momento la forma 
5 y que sin embargo puede ser una cantidad finita y determinada, es el objetivo central del 

calculo diferencial. 
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y cn consecuencia se tendra para y - sen > 

1 


y " =■ sen ( x + n ), 


y(”) = sen j x+ jn |. 


A1 operar de igual manera, se encontrara tambien paraj> = cos a: 

j'=cos^ + |tt j, 
y n = cos (* + n ), 


y n) = cos | x+ jn |; 


paray=A*, 


y' =A X /A, 
y" =A x (lA) 2 , 
y" r =A X ( IA) 3 , 

y(")=A x (lA)*; 
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para y = x , 


y" = a( d — 1 )** 2 » 


= — l)(^“2)...(tf » + 1) £ 

Es fundamental observar que cada una de las expresiones 
sen f x + i „ n j > cos ^x + ~ n n j admite solo cuatro valores distintos, 

los que se reproducen periodicamente y siempre en el mismo orden. Esos 
cuatro valores, de los cuales obtenemos el primero, el segundo, el tercero 
o el cuarto segun que el numero entero n dividido entre 4 de como residuo 
0, 1, 2, 6 3, son respectivamente sen*, cos*, — sen*, — cos* para la 

expresi6nsen^*+j«7i "], y cos*,- sen*, - cos*, sen* para la 

expresion cos^*+~wjt 1 Ademas, si en las fiinciones/?*, * , se 

sustituye la letra^ por el numero e , que siive de base para los logaritmos 
neperianos, y la cantidad a por el numero n , se reconocera que las 
derivadas sucesivas de ^ son todas iguales a e , mientras que para la 
funcion *” la derivada de orden n se reduce a la cantidad constante 
1,2,3,... n , y las siguientes a cero , 

A1 sustituir las diferenciales en lugar de las derivadas, se obtendran 
las formulas que acabamos de establecer 


2 Si y = x * entoncesy* + 1) = 0. Este hecho constituye, mas que un mero ejemplo, el 
resultado que permitira mostrar mas adelante que una funcion entera de la variable x de 
grado n podra tener tan s61o n + 1 terminos en su desarrollo de Taylor (Cfr. leccion 37) y 
que la diferencial d** l y de una funcidn entera de grado n es cero. Tambicn permitira 
concluir, a partir del calculo, que para un polinomio de grado n, una raiz no podra ser de 
grado mayor que n (a lo mas el polinomio se podra expresar como ( x - xo )* cuando xo es 
una raiz). Asi se trata de una propiedad trivial que servira para apuntalar un teorema central 
del calculo para la representacion de funciones y tambicn para demostrar por un metodo 
mas sencillo (justificante por cxcelencia de la gran utilidad del calculo desde Leibniz hasta 
Cauchy) un teorema que es de hecho independiente del calculo infinitesimal (y que forma 
parte del Anaiisis Algtbraico). 
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d n yf -A c {iA) n dx n t 
d a f = fdx n , 

d”(x‘) = a(a-l)...( a -n+l)S~ H dS, 
d n {f)= 1 - 2 - 3 ... ndx\ 

d n lx=dxd n -\ x -') = (~ 1 («~ 

V* 

Consideremos tambien a las dos funciones/( x+ a ) y/( ax). Se 
encontrara, para_y =/“( x+ a ), 

y* =/(* + *). y"=f'(x + a), ... t y(^=/( n '>( x + a ) f 
dy=f^ tt \x+ a) dx n ; 

y P af a^ =/( ax) t 

y’=af(xa),y"=a 2 f'(xa), ... , y (n) = a n / n) (xa ), 
d”y = a*/ a) (xa)dx n ; 

Ejanplos: 

d n (x+a) n =l-2-3‘... nix n , d" e‘ x -a" f* dx n . d’sc nax=... . 

Sean ahora^y — f( x)yz dos funciones de x relacionadas entre si por 
la ecuacion 

(5) z = F(y). 

A1 diferenciar esta ecuacibn varias veces seguidas, se encontrara 
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(6) dz = F' (y)dy, 

d 2 z-F" ( y)dy 2 + F , (y)d 2 y, 

d i z = F"’ (y)dy i + 3 F" ( y)dyd 2 y + F' (y)d 3 y. 


Ejcmplos: 

d n (a+y)-d n y, 

d n {-y) = -d n y , 

d n {ay)~ ad n y, 

d n {a/)= 1*2 3... n-adS, 

d? = ?dy, 

d 2 S = d{dy 2 + d 1 y), 

d i S = S(dy i + 3dyd 2 y + d i y). 


Si la variable x dejara de ser independiente, la ecuacion 

( 7 ) y=f(*)> 

daria lugar a nuevas fdrmulas totalmente analogas a la ecuacibn (6), al 
diferenciarse varias veces seguidas, a saber: 

dy-f(x)dx. 

(8) d 2 y=f’ (x)d/+f (x)d 1 x, 

d i y=f" {x)dx i + 3f'(x)dx-d 1 x+f (x)d i x > 


y de estas se concluira 
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( 9 ) 


/(*) = 


dji 
dx ’ 


/"(*)« 


dxd 2 y - dyd 2 x _1 dy 

dx 3 dx dx * 


jyn ^ x ^ _ dx{ dxd 3 y- dyd*x)-3 d 2 x( dxd Z y- dyd 2 x) 
dx 

_1 . dxd 2 y-dy d 1 x 

~ dx dx 3 


Para regresar al caso en el quexes la variable independiente, bastara 
suponer que la diferencial dx es constante, y asi d 2 x = 0, d*x = 0,... . 
Entonces las formulas en (9) devienen 


( 10 ) 




4i 

dx ’ 


/'(*)= 


ih. 

dx 1 ’ 


f"(x)= 


dx* 


es decir se reducen a las ecuaciones de (4). AI comparar estas ultimas con 
las ecuaciones de (9), y si se expresan las derivadas sucesivas de/( x ) con 
ayuda de las diferenciales de las variables xyy=f(x); entonces resulta 
que tanto en el caso en el que la variable x se supone independiente como 
en el caso en el que deja de serlo, la derivada de primer orden sera la 
unica cuya expresion es la misma en las dos hip6tesis. Podemos anadir 
que para pasar del primer caso al segundo, se requiere reemplazar 


d 2 y 

7 . i por 


dxd 2 y - dyd 1 x 
dx* 


d*y dx( dxd 3 y-dyd*x)-3d 2 x( dxd 1 y-dyd 2 x) 

dx* P ° r dx 5 


Es por medio de sustituciones de esta naturaleza que se puede operar 
un cambio en la variable independiente. 
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Entre las funciones compuestas de una sola variable hay algunas 
cuyas derivadas sucesivas son de una forma muy simple. Pensemos por 
ejemplo que se designan por a, v , w ,... , diversas funciones de x . A1 
diferenciar n veces cada una de las funciones compuestas 

u + v, u — v, « + , au + bv + cw +... , 

se encontrara 

d n { u+v) = d n u + d n v , 

(11) d n (u-v) = d”u-d n v, 
d n (u+iflP I ) =d n u + d n vtt , 

(12) d n (au + bv + ew + ... ) = ad n u + bd n v + cd n i 0 + ... 

Se sigue de la formula (12) que la diferencial d n y de la funcibn entera 

y-ax m + bx m ~ l + cj^~ 1 + ... + px +qx+r 

se reduce, para n = m, a la cantidad constante 1- 2- 3 ... m• add* , y a 
cero para n> m i . 


Cfr. nota 2. 



XIII 


(Decimaquinta leccion) 

Relaciones que existen entre las funciones de 
una sola variable y sus derivadas o diferenciales 
de diversos ordenes 

Uso de esas diferenciales en la busqueda de los 
maximos y minimos 


Supongamos que la funci6n/(*) se anula para el valor particular 
de la variable x. Consideremos ademas que esta misma funcion y sus 
derivadas, hasta la derivada de orden n , son continuas en la vecindad del 
valor particular del que se trata, y que la continuidad subsiste para cada 
una de ellas entre los dos limites x - Xo ,x~ Xo + b . La ecuacidn (6) de la 
septima leccidn dara 

f(xo + h)=f(x 0 ) + hf’(x 0 + Bb) = hf’(xo + Qb), 

donde 0 designa a un numero inferior a la unidad, o, en otras palabras, 

( 1 ) f(xo + h) = bf (xo + h ), 

h\ designa a una cantidad del mismo signo de h, pero de un valor 
numerico menor. Si las funciones derivadas f r ( x ), f ( x ), . ■ ■ > 
/ ( ”-‘)(*)se anulan a su vez para x = Xq, se encontrara tambien 
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(2) /'(* + M = *,/"U + ^) 

/" (*> + hi) = h 2 f ,n (xo + hi) 


f^ n (xq + hn-i) = (xo + hn) 

h\, hi, h^... h n representan cantidades que seran todas del mismo signo, 
pero cuyos valores numericos decreceran cada vez mas. De las ecuaciones 

(2) reunidas a la ecuacion (1), se deducira sin dificultad la siguiente 


(3) f{xv + h) = hh\hi... hn-xf^(xn + hn). 


en la cual b n sera una cantidad del mismo signo que h, y el producto 
h' hv hi... h n -u sera una cantidad del mismo signo que h n . Anadimos 


que las dos razones 


hn 

h * 


h-hx-hi...h n 

— - - -, seran numeros comprendidos 


entre los llmites 0 y 1; de modo que al designar por 0 y © a dos numeros 
de esta especie, se podra presentar la ecuacion (3) bajo la forma 


( 4 ) f(xo + h) = Gb ,! f ( -”'>(xo + Qb). 

Si imaginamos que la cantidad h deviene infinitamente pequena, la 
fbrmula (4) subsistira siempre, y se encontrara, al escribir i en lugar de h , 


( 5 ) /(*,+/)«ei*/ #) (n+0i). 

Ademas, como la expresion / (w) (xo + 0 i) difiere muy poco de 
(■*&)» al tomar valores muy pequenos de /, se deducira inme- 
diatamente de la ecuacibn (5) la proposicibn siguiente 

Teorema 1. Supongamos que la funtion /( x )y sus derivadas sucesivas, 
hasta la de ordeti n, son continuas respecto a xenla vecindad del valor particular 
x — Xfy Supongamos ademas que todas ellas se anulan, con exception de 
P w» tste valor. Entonces al designar por i a una cantidad que difiere 
muy poco de cero, y al poner x = Xo + i, se obtendrd para f(x) una cantidad 
afectada del mismo signo que el producto P ) 1 . 


1 El problema de un ctro multiple (una raiz multiple para el caso de un polinomio) solo 
habia sido tratado en el marco del Analisis Algebraica, a propdsito del teorema fundamental 
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Es facil verificar este teorema sobre la funcion 

/(*)=(*-»)>(*). 

Cuando la fiincibn x ) deja de anularse para x — Xq , el teorema 1 
puede reemplazarse por el siguiente: 

Teorema II. Supongamos que las fundones 

/(*>./'(*)./"(*). fi’hx) 

al ser continuas respedo a xenla verindad del valor particular x~Xc,se anulan 
Codas en este valor, con excepdon de la primera f(x) y de la ultima 
f(”\x).Al designar por i a una cantidad que difiere muy poco de cero, se 
obtiene para la diferenda infinitamente pequena f { Xq + i ) -/( Xo ) un valor 
afedado del mismo signo que el producto i* o )• 

Demostracion. Para deducir el teorema II a partir del teorema I, 
basta sustituir a la funcibn/( x ) por la funcibn/( x ) -/( xo ), que tiene 
las mismas derivadas que la primera y que, ademas, se anula para 
= . En virtud de la misma sustitucibn, la ecuacibn (5) se encontrara 

reemplazada por la siguiente: 

(6) + ,■)-/(*,) = ©,-"/^u + eo- 

Si ahora se escribe x en lugar de xq, y si se pone 
f(x)=y, Ax = i = ab, 
la ecuacibn (6) tomara la forma 

( 7 ) Ay = ®a”(d”y + $)> 


del algebra (capltulo X) y de la descomposicion de ffacciones racionales (capltulo XI). 
Ciertamente los recursos del calculo diferencial s61o pueden ser utilizados para este 
problema hasta que en la leccion 12 apareccn las derivadas y diferenciales de distintos 
6rdenes. Por lo pronto, y aun cuando la formula de Taylor no aparece todavla, la fdrmula 
5 mostrara cual es el primer termino que aparece en el desarrollo de la funci6n 
/( xo + i ) ■ A partir de este primer teorema comienza ya a cerraisc el cido te6rico d t\Anilisis 
de Cauchy (que se constituye del analisis algebraico y del analisis infinitesimal ): para una 
funci6n entera, hablar de una rate multiple equivale a hablar de que esta sera tambien rate 
de sus fiinciones derivadas. El geado de la ralz esta dado por el orden de la primera funcidn 
derivada que no se anula en esc valor. 
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(3 designa, al igual que a, a una cantidad infmitamente pequena. De 
cualquier modo es esencial observar que la f6rmula (7) subsistira s61o 
para el valor particular x = jco . 

Corolario. Al aceptar las mismas hipotesis que en el teorema II, 
supongamos que despues de haber asignado a la variable* el valor xq , se 
atribuye a esta misma variable un incremento infmitamente pequeno. El 
incremento correspondiente de la funcion/( * ) sera, si es que n designa 
a un numero par, una cantidad afectada siempre del mismo signo que el 
valor de/*") (x) o de d n y que corresponde al valor x = xb. Si, por el 
contrario, n representa a un numero impar, el incremento de la funcion 
cambiara de signo junto con el de la variable. 

Hemos hecho ver en la sexta leccion que los valores de x, que sin 
hacer discontinuas a una de las funciones/(*),/'(*) dan para la 
primera valores maximos o minimos, son necesariamente raices de la 
ecuacidn 

( 8 ) /'(*)= 0 . 

Asi, con ayuda de lo anterior se podra decidir en general si una raiz 
de la ecuacidn (8) da un maximo o un mlnimo de/( jc). En efecto, sean 
xo la ratzy/*")(x) la primera de las derivadas de/(x) que no se anula 
con / () para el valor particular x = xo. Supongamos ademas que en 
la vecindad de este valor particular las funciones /(x),/'(x), 
.../*") (x) sean todas continuas respecto a*. Se sigue daramente del 
teorema II que/(x 0 ) sera un maximo si f in) (xo) tiene un valor 
negativo, al ser n un numero par, y sera un mlnimo si/ (,,) (jcb ) tiene 
un valor positivo, al ser n un numero par. Si n fuera un numero impar 
y el incremento de la funcion cambiara de signo con el de la variable, 
/(*) no seria mas un maximo ni un mlnimo. Al observar que las 
diferenciales df{ x\d 2 /(*),... se anulan siempre con las funciones 

derivadas/'(*),/”(*). y que para los valores pares de n , 

^"/( x ) =/* w) ( x)dx n tiene el mismo signo que/ (w) (*), nos vere- 
mos conducidos de manera natural a la siguiente proposicibn. 

Teorema III. Sea y =/( * ) una funcion dada de la variable x Para 
decidir si una raiz de la eaiacion dy = 0 produce un maximo o un mtnimo de 
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la funcion propuesta, bastard con calcular los valores de d 2 y, d 3 y, d A y, ... 
correspondientes a estas ra'tz. Si el valor ded 2 yes positivo o negativo, el valor de 
y sera un minimo en el primer casoy un maximo en el segundo. Si el valor de 
d 2 y se reduce a cero, se debera buscar entre las diferenciales d 3 y, d*y, ... a la 
primera que no se anule. Designemos a esta por d "y. Si n es un numero impar 
el valor dey no sera ni un maximo ni un minimo. Si, por el contrario, n es un 
numero par, el valor dey sera un minimo siempre que la diferencial d n y sea 
positivo, y un maximo siempre que la diferencial d n y sea negative?. 

Nota. Es necesario admitir para el teorema III, al igua! que para los 
dos primeros, que la funcion j y sus derivadas sucesivas hasta la de orden 
n, son todas continuas en la vecindad del valor particular atribuido a la 
variable*. 

Si en lugar de tomar por_y a una funci6n explicita de la variable*, 
se tomara el valor dej* en * dado por una ecuacion de la forma u = 0, el 
teorema III seria siempre aplicable. Solamente bajo esta hipotesis los 
valores sucesivos de dy , d 2 y, d l y,... deberian deducirse de las ecuaciones 
diferenciales 

du- 0, d 2 u- o, d 3 u~ 0, .... 


Ejemplos. Sea 

y=Je' x , 

a designa a una cantidad positiva. Se tendra 
ly = alx-x. 


2 La determinacibn del tipo de valor singular en un punto xo en el cual la derivada dc la 
funcibn se anula (si es que se trata de un maximo o de un minimo) no podia quedar resuelto 
completamente en los problemas de la leccion 6 ya que, como lo senalamos en la nota 
anterior, es hasta la lecci6n 12 que las derivadas de drdenes superiores se introducen. Vemos 
asi c6mo un probiema que bajo la aproximacibn puramente geometrica de Leibniz s6lo 
puede ser resuelto hasta un cierto punto (si la difertnda se anula se trata de un maximo o 
un minimo), y que, en la versibn de Lagrange, puede, en cambio, ser tratado de inmediato 
visto que en su caso todas las derivadas se introducen de manera simuitanea, en las lecciones 
de Cauchy tiene que ser tratado de manera fragmentada: primero se establece que una raiz 
de la funcibn derivada es un maximo o un minimo, despues se establece, dependiendo del 
signo que corresponda a la segunda (o a la primera de las derivadas superiores que no se 
anule en el punto), si es que es uno u otro. 
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AI diferenciar dos veces seguidas la ultima ecuacidn se tendra 


1 \dx, 


ilxJii 1 


y " 


luego, al hacer dj> = 0, y al hacer abstracci6n del valor cero, quej no 
puede tomar. 


( 9 ) 


0 = 1 


4h m . 

y 


dx 


Al ser negativo el valor de d l y dado por la segunda de las formulas 
de (9), resulta que el valor dear dado por la primera da un maximo paraj. 



XIV 


(Decimanovena leccion) 

Uso de las derivadas y las diferenciales 
de diversos ordenes en el desarrollo 
de las funciones enteras 


Es facil desarrollar a una funcion entera de x en un polinomio 
ordenado segun las potencias ascendentes de esta variable, cuando se 
conocen los valores particulares de la funcion y de sus derivadas sucesivas 
para .* = 0 . En efecto, designemos por F( x ) a la funcion dada, por n al 
grado de esta funcion, y por a<>, &n, los coeficientes desconocidos 

de las diversas potencias de x en el desarrollo buscado, de modo que se 
tenga 

(1) F{x) = ao +a\x +<Z 2 X 2 +... +a n x n . 

Al diferenciar n veces seguidas la ecuacion (1) se encontrara 

F' (*)- i + 2a 2 x + ... +na „x n \ 

(2) F" (x)= 1- 2a 2 + ..- +( n- 1 )na n x n ~ l t 


F {n) (x)= 1-2-3... na K . 

Si se pone x = 0 en estas formulas se concluye 
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«o = F(0), 


( 3 ) 


* i = T i 2 f " (0) ’ 


1 ■ 2- 3... n 


F (w) ( 0), 


y la ecuacion (1) dara 

/’(*)»/ ? (0) + yF'(0) 


( 4 ) 


Ejemplo. Sea jf) = ( 1 + x )*, se obtendra la conocida formula 1 


+ Y~2 ^" ( 0) i + • 


( 5 ) 


(i+xjr-i+fx+a^a? 




Sea ahora u=f(x,y,z,... ) una funddn entera de las variables 
a:,j/, z,... y w elde esta funcion; es dear, la suma mas grande que 
se puede obtener al anadir los exponentes de las diversas variables 
tornados al mismo tiempo. Si se pone 

F(a )=f(x + adx,y+ady,z + adz,... ), 

F(a) sera una funcion entera de a de grado n, y se tendra en 
consecuencia 


Se trata de la f6rmula del binomlo de Newton para coeficientes enteros, la cual se puede 
encontrar, mas no necesariamente definir, a partir de las derivadas de diversos 6rdenes. 
Cauchy ha dado ya en el capitulo VI de M ndlisis Algtbraico la demostraci6n de dicha f6rmula 
usando las ecuaciones funcionaks. 





Curso de Analisis 


281 


F(a) = f(0) + yf'(0) 


+ n f " (0)+ T777 


F"' ( 0 ) +... + 


1-2- 3... n 


F {n) { 0). 


Esta ultima formula, en virtud de los principios establecidos en la 
leccion catorce 2 puede escribirse como sigue 

/( a dx>y + a dy , z + o.dz ,... ) = 

(^) 2 3 n « 

Aclaremos que ella subsiste para cualesquier valor de a, ya sea finito 
o bien infinitamente pequeno. Si para mayor simplicidad se toma 
a = 1, se encontrara 

f(x + dx,y + dy, z + dz,... ) = 


(7) 


1 , 1 , 
u + ~l du + T~2 a 


1-2*3 


-d tt u. 


En el caso particular en el que las variables x,y ,z,... se reduzcan 
a una sola se tiene 


2 Si se toma u =f(x,y,z,... ) una fiinci6n de varias variables y <p(x,y,z,... ), 
V ( x ,y , i X ( * >y . z ,•••)»•■• son I s15 derivadas parciales de primer orden relativas 
a x,y,z,... si se define la funcibn F(a)=/{x + Oi + dx,y + a dy,z + <Xz ,... ) y si se 
deriva los dos miembros de esta igualdad respecto de a se obtiene 
F' { a ) = <p (jc + a dx,y + a dy,z + adz,... )dx 

+ \y(x+adx t y + ady,z+adz,... )dy + %(x+a.dx,y+a.dy,z+adz,... )dz + ... 
Al hacer a - 0 se tiene 

F’ (0) = y(z,y,z,... )dx+ y(x,y,z,... )dy+ x(x ,y, z,... )dz +... -du. 
Esta igualdad se puede generalizar: se tiene por defmicibn « = f(0) y se ve que 
F(0) = du , se tendra tambien d l u = F" ( 0 ), d* u = F‘" (0),... d" u = F*'"^ ( 0 ). 
Asi, asegura Cauchy (leccibn 14), “para formar las diferenciales totales du ,d u .... d” u, 
bastara con calcular los valores particulares que reciben las funciones derivadas F'( a ), 
F" ( a ).( a ), en el caso en el que la variable a se anule”. 
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*=/(*), 
du -f (x)dx, 
d 2 u=f'(x)dx\ 


d n u=/” ) (x)dx n , 

y sc obtiene de la formula (7), al reemplazar dx por h 

/(■C + *)=/(*) + f/'(*) + -j^/"(*) 


( 8 ) 


12-3 


/'"(*) + ...+ 


1-2- 3... « 




De hecho se podria haber deducido esta ultima ecuacion direc- 
tamente de la formula (4) 3 . 

Ejemplo. Si se supone/( x ) = x" se encontrara 


P) 


»(»-!) 


1-2 


i + jxb n -' +h n 


Nota. Si/( jc ) es divisible por ( x - a ) m , o dicho en otros terminos, 
si se tiene 


Este caso deja ver hasta d6nde cs posible para Cauchy recuperar la fbrmula de Taylor con 
los recursos del puro calculo diferencial. Las funciones enteras son un caso particular ya 
tratado desdc e\AndlishAlgebraico que por su naturaleza — se trata de una serie de potencias 
ascendentes con tan solo un numero finito de terminos— , no requeriran de ningun 
concepto derivado del calculo integral. Como se vera, la f6rmula de Taylor se demostrara 
cn su forma mas general s61o hasta despufcs de haber introducido el concepto de integral 
de una funci6n a fin de poder expresar cl residuo de la misma. 

Este ejemplo muestra la total coincidencia, para el caso de las funciones enteras, de la 
formula del binomio de Newton y de la fdrmula de Taylor. Es posible decir que son los 
principios del calculo diferencial quienes hacen posible esta coincidencia para las funciones 
enteras, de dos formulas validas para desarrollos infinitos que se basan, una en una ecuaci6n 
funcional, la otra en el calculo integral para poder encontrar el residuo de la serie. 
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(10) f(x) = (x-a) m tp(x), 

en donde (p ( x ) designa a una fijncion entera de la variable x , el 
desarrollo de/( a + h), segun las potencias ascendentes de b, devendra 
claramente divisible entre h m . Por otro lado, este desarrollo sera, en 
virtud de lo anterior, 


/(«) + */'"(*) + - + ( / < " ) («) + - • 


As! pues, dada la ecuacion (10), se concluira no solo que^( a ) 0, 

sino tambien que /'(*) = 0,/"(rf) = 0, !) ( <0 = 0. Se Ue- 

garia al mismo resultado al diferenciar varias veces seguidas la ecuackn 
(10), de la cual se obtendrlan de manera sucesiva, con ayuda de la formula 
(15) de la leccion catorce 5 , 

f’ (x) = (x-a) m <$' (x) + m(x-a) m - l q>(x) l 
f {x) = {x-a) m y” {x) + 2m(x-a) m ~\ p' (*) 

+ m{ m - 1 )(•*-a ) m 2 (p(x), 


+ m{m- 1 )... 3-2'(x-*)q>(*)- 

Asi, al ser f(x) una funci6n entera de*, es posible afirmar que si 
la ecuacion 


(12) /(*) = 0 

admite m rakes iguales representadas por a , cada una de las ecuaciones 
derivadas 

(13) /'(*)= 0, /"(*)= 0. /"'(*) =0, ... ,/ (w "‘ ) (x) = 0 


5 La fbrmula 15 de U leccidn 14 asegura que para dos funcioncs «, v de la variable x sc 
obtiene como la »-esima derivada del producto: 


d* (uv)= ud’ , v J r~dud" 


v+ 


12 


] udv + vd*u. 
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se satisface para x = a . Se debe senalar tambien que ai ser/( *) divisible 
entre (x- ( x ) sera divisible entre ( x- a x) entre 

(x- a) m 1 ^ ( x ) entre x - a 6 . En lo que toca a la funcidn 

f^ m \x), como ella estara determinada por la ecuacion 

/ m - l) (x) = (x-a) m <{ m \x) 

(14) +y*(*-4r' , 9 ( "- ,) ( J e)+... 

+ y«(«-l)...3-2- (x-a)(p'(x) 

+ m(m- 1)... 3*2*1 cp(*)> 
entonces quedara reducida, para x = a, a 

(15) a )=l*2’3*...(»-l)jw*<p(tf). 

Todas estas observaciones subsisten aun en el caso en el que cp ( x ) 
no fuera una funcion entera de la variable x ni es que el valor d ef(x) 
esta dado por la ecuacidn (10). Se conocen bien las ventajas que se pueden 
obtener de esas observaciones para la determination de las raices iguales 
de las ecuaciones algebraicas. 

Pensemos ahoraqu ty = F(x)yz=f(x) designan a dos funciones 
enteras dtx, divisibles ambas entre ( x — a ) m . Si el numero tn es superior 

a a la unidad, los valores de las fracciones - y = —, para x- a se 

y dyy 

presentaran en una forma indeterminada, y en consecuencia no se podra 
hacer uso de la segunda fracci6n para calcular el valor de la primera, tal 


En los teoremas 1 y 2 del §1, capitulo 4, del Artalisis Algebraico, Cauchy asegura que una 
funcidn entera /( x ) es divisible entre ( x-a ) siempre que/(«) = 0 (la afirmaci6n 
conversa es trivialmente cicrta). En la nota 3 de dicho capitulo ya comentamos los origenes 
a (i rm aci6n. En este caso Cauchy puede ahora, gracias a los recursos del calculo 
diferencial, mostrar que una raiz de grado m para una funcidn entera tendra dos 
mterpretaciones equivalentes; la primera de ellas, intcrpretaci6n algebraica, dira que la 
funci6n/( x ) es divisible entre ( * - a ) m , la segunda, versi6n propia del calculo diferencial, 
dira que * es raiz de las funciones/( x),f(x),f (*),... / (1) ( x ). En este caso, 
se podri concluir que a es entonces una raiz de grado m - 1 para/'( x ), de grado m - 2 
para/’'(x), etc. 
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y como lo explicamos en la sexta leccion 7 . Sin embargo, el verdadero valor 
de la fraction j no dejara de ser el Hmite al cual converge la razon ^y 

mientras que las diferencias Ajy, Az convergen a cero. Por otro lado, al 
atribuir axun incremento infmitamente pequeno Ax — a dx , se obten- 
dra de la formula (6) 

2 n m ~ l 

A y=y^dy+—i'y + ... + ,, 2 . 3 ,„ . ( „ _ ) 


- d m y + ~ 


1*2-3 ... • m 1*2*3... •(#*+!) 

- l 


Az = z +~dz + ~-rd 2 z + ... +- “ TT 

1 1*2 1 - 2 - 3 . ..*(»-!) 


d m+l y + ... t 
d m ~'z 


1 - 2 - 3 ... m 1 - 2 * 3 ... •( m+ 1 ) 

Si ahora se asigna ax el valor particular a , como este valor hara que 


anulen las funciones derivadas y ', y" , ... y 


(«-») 


, z , z , 




y, en consecuencia, 


, las diferenciales dy, d z y , ... d^ m 1 V, 


dz t d z z,... d^ m 1 ^z, se tendra simplemente 


A y = 


1 - 2 - 3 ...- 


~d m y + 


1-2-3... (m + t) 


d” + , y + ... , 


=--- (d m y + ~ SL 7 d m + 1 y + ...), 

1 - 2 - 3 ... ■« m+ 1 ^ 


Az = 


1-2-3... - m 


- d m z + 


1-2-3... •(«+!) 


_ d m z +... , 


-^-(^”z+- e -rf" + 'z + ...)- 

1- 2- 3... • « m+ 1 


Se concluira 


Problems 4 de la leccion 6. 
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i a iM + i 

d z +- ~d z +... 

A z _ m + 1 _ 

+ ... ’ 

OT + 1 

luego, at hacer converger a at Iimite cero, 

JV A z d m z z (m) 

m Ay~ d m y~ y^' 

Asi pues, el valor que recibira la fraccibn dada f o f - ^ x \ para 

y F ( X ) 

x = a, sera igual al valor correspondiente de la fracci6n 


d m y F (m \x)' 

Ejempfo. Si cp ( *) designa a una funcibn entera que no es divisible 
entre x- a y F{x) a otra funcibn entera divisible entre ( x- a ) m , se 
tendra, para x = a, 


F(x) 

• mq>(x) + 2- 3... m m ( x - a)q> f ( a:) +... 
F im \x) 




XV 


(Vigesima printer a leccion) 

Integrates definidas 


Supongamos que la funcion y —f(. x ) es continua respecto a la 
variable x entre dos Hmites finitos x = xo, x = X. Supongamos tambien 
que se designan por Xi, Xz ,... Xn-i a nuevos valores de x interpuestos 
entre estos Hmites y que vayan creciendo o decreciendo desde el primer 
Kmite hasta el segundo. Sera posible servirse de esos valores para dividir 
a la diferencia X- Xq en elementos 

(1) JCi — XQ , Xl — X] , Xj — xz , ... i X— x n -1 

que seran todos del mismo signo. Consideremos ahora que cada elemento 
se multiplica por el valor/( x ) que corresponde al ongen de ese mismo 
elemento; a saber, el elemento xi-x » por/( aso), el elemento xi - x\ por 
f(x t ) ... , en fin, el elemento X-x» - i por/( x» - i); y sea 

(2) S = (jci -Xd)f(xo) + (xz-Xi )/(afi ) + ••• +(X-x»-\)f(x n -i) 

la suma de los productos asi obtenidos. La cantidad S claramente 
dependera: tanto del numero n de elementos en los cuales se haya dividido 
la diferencia X-xo; como de los valores de esos elementos y, en con- 
secuencia, del modo de divisibn adoptado. Es importante observar que 
si los valores numericos de los elementos devienen muy pequenos y el 
numero n muy grande, el modo de divisibn solo tendra una influencia 
insensible sobre el valor de S. Esto se puede demostrar como sigue. 

Si se supone que todos los elementos de la diferencia X-x<> se 
reducen a uno solo, a saber ella misma, se tendria simplemente 
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< 3 > S = (X -*,)/(*). 

Cuando, por el contrario, se toman las expresiones de (1) como 
elementos de la diferencia2f — xo, el valor deS que esta determinado por 
la ecuaci6n (2), es igual a la suma de estos elementos multiplicada por 
una media de los coeficientes 

/U),/(*),/U)./(*,-.) 

[ver el corolario del teorema III en los preliminares del Curso deAndlisis] 1 . 
Por otro lado, como esos coeficientes son valores particulares de la 
expresibn 

f[xo + Q(X-xo)} 

que corresponden a los valores de 0 comprendidos entre cero y la unidad, 
se probara, por un razonamiento similar al empleado en la septima 
leccibn, que la media de la que se trata es otro valor de la misma expresion 
que corresponde a un valor de 0 comprendido entre los mismos Umites 2 . 
Se podra entonces sustituir a la ecuacibn (2) por la siguiente 

( 4 S ) = + 0( 

en la cual 0 sera un numero menor que la unidad. 

Para pasar del modo de division que acabamos de considerar a otro 
en el cual los valores numericos de los elementos deAT-Xo sean mas 


1 Teorema III: Si se ttencn n cantidades b, b', b ”,... , otras n (alidades a, a', a".... y otras 
n cantidades a, a ', a", ... entonces lafractidn °**“,*. *** ^ me tlia ewftr las 

siguientes fractions - , ~ 


Esdetir, 




Corolario: Si se supone que b = b' = b" =... = 1, se concluird que la suma 
a a + a ' a' + a " a" + ... « equivalente alproducto de a + a' + a " + ... por una media entre 
las cantidades a + a' + a". etc 

Es decir ,aa + a' a’ + a"rf" + ... = (a +a' + a" + + a' +a" +...). 

De acuerdo con este resultado, se puede asegurar que la expresidn (2): 

S = (x] -xo)f(xts ) + (xz - xi )f(x i ) + ... + (X-Xa-i )/( j&»). 

«s igual aX=/(r' )(*-*,), en dond ef(x' ) = Af (/(J* ),/(JCi ,/(*«-! ))• 

Por el teorema del valor intermedio. 
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pequenos aun, bastara con dividir cada una de las expresiones de (1) en 
nuevos elementos. Entonces se debera reemplazar, en el segundo miem- 
bro de la ecuacibn (2), el producto ( Xi - )/( ) por una suma de 

productos semejantes, a la cual se podra sustituir por una expresidn de 
la forma 

( x\ - xo )/[ xo + 0o ( x\ - xo ) ], 

donde 0o sera un numero inferior a la unidad. Elio siempre y cuando 
exista entre esta suma y el producto ( x\ - xo)/(xo ) una relacion 
semejante a la que existe entre los valores de S dados por las ecuaciones 

(4) y (3). Por la misma raz6n, se debera sustituir al producto 
( x 2 — Xi Xi ) por una suma de terminos que podra ser presentada bajo 
la forma 

( X2 ~ Xl )/[ Xi + 01 ( X2 - Xl ) ] , 

donde 0i designa tambien a un numero inferior a la unidad. Al continuar 
de esta manera se concluye finalmente que, en el nuevo modo de divisibn, 
el valor de S sera de la forma 

5= ( Xl - Xo )/[ Xo + 00 ( X\ - Xo )) 

(5) +(*2 —Xl )/[*i + 0i )] + ■•• 

+ ( X-Xn- , )f[xn - I + 0n - 1 {X-X„ ~ 1 )] . 

Si se hace en esta ultima ecuacibn 

f[x* + 0o ( xi - JCb ) ] =/( Xo ) ± Go, 

/[ Xl + 01 ( X2 - Xl ) ] =/( Xl ) ± El, 


f[x n - I + ©n - l (X — Xn- l ) ] =/( X» — l ) ±£» - 1, 
se obtendra 

S= ( X, - xo ) [/( XO ) ± Eo ] + ( X2 -X, ) [/(X, ) ± El ] + ... 
(6) i)±e.-,l. 


y, al desarrollar los productos 
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(7) 


S=(x 1 -j K o)/(^) + (x 2 -^,)/(x 1 ) + ... +(*-x»_, )/(*„-!) 

± eo(x t -xq ) ± Ei ( x 2 -X) ) ± ... ± e»- 1 ( X-x„- i). 


Debemos anadir que si los elementos x\-x <>, x 2 - X],... X - x n - 1 
tienen valores numericos muy pequenos, cada una de las cantidades 
±8o, ±£t, ... ±8 W - 1 , diferira muy poco de cero y, en consecuenda, 
sucedera lo mismo para la suma 


±e 0 (x] -x,)±Ei(x 2 -Xi )±... ±Zn~\{X-x„-i ), 


que es equivalente al producto X-X) por una media entre esas diversas 
cantidades. Dicho esto, resulta de una comparacion entre las ecuaciones 
(2) y (7), que no se alterara sensiblemente el valor de S, calculado para 
una division en la cual los elementos de la diferencia X ~ x> tomen valores 
numericos muy pequenos, si se pasa a un segundo modo de division en 
el cual cada uno de los elementos se encuentre dividido en muchos otros. 

Pensemos ahora que se consideran a la vez dos modos de divisi6n 
de la diferencia A! - -xo, y que en cada uno de ellos los elementos de esta 
diferencia tienen valores numericos muy pequenos. Se podran comparar 
estos dos modos con un tercer modo elegido de tal manera que cada 
elemento, ya sea del primero o del segundo modo, se encuentre formado 
por varios elementos del tercero. Para que esta condici6n se cumpla, 
bastara que todos los valores de x, interpuestos en los dos primeros 
modos entre los limitesx) y X, sean empleados para el tercero, y se probara 
que se altera muy poco el valor de S al pasar del primero o segundo modos 
al tercero, y en consecuencia al pasar del primero al segundo. Luego, 
cuando los elementos de la diferencia X-Xo devienen inftnitamente 
pequenos, el modo de divisi6n tiene sobre el valor de 5 tan solo una 
influencia insensible; y, si se hacen decrecer indefinidamente los valores 
numericos de esos elementos, al aumentar su numero, el valor de S 
terminara por ser sensiblemente constante o, en otras palabras, terminara 
por alcanzar un cierto limite que depended! unicamente de la forma de 
la funci6n/( x ) y de los valores extremos Xo y X de la variable x 3 . 


Como se puede observar, a cada partition que se tome del intervalo entre xa y X para la 
variable*, corresponde un valor de la suma S y conforme los terminos de esta partici6n 
aumentan, el valor asociado a S “termina por ser sensiblemente constante”. Esto muestra 
que para Cauchy los sucesivos valores que adquiere S difieren cada vez menos entre si 
conforme los terminos de la particibn aumentan (conforme los valores numericos de los 
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Este Hmite es lo que llamamos una integral definida*. 

Observemos ahora que si se designa por Ax = i = (/^aun incre* 
mento finito atribuido a la variable x, los diferentes terminos de los que 
se compone el valor de S, por ejemplo los productos 


tirminos ( Xi-xj- i ) dcvienen infinitamente pequenos); los valores de Sasociados a cada 
partici6n constituyen asi una sucesi6n de valores que cumple con la condici6n (la condition 
dc Cauchy), para considcrarse como una sucesi6n convergent cuyo Hmite es cl valor constant 
al que se aproximan los valores de S(Cfr. las notas 1 y 2 del capitulo VI de\AndlisisAlgebra,co 
en donde comentamos este Criterio de Cauchy para la convergence de una sene). 

A La hip6tesis inicial asumida por Cauchy para definir la integral de una funci6n, que se 
trate de una funcirin continua, no resultara ser una condici6n necesaria, como lo demostrara 
B. Riemann en su memoria Sobre la Poubikdad dt Represmtar una Funcion en una Sent 
Trigonometrica de 1854; sin embargo, para ser una condicibn suficientc (dada una funcion 
continua en un intervale siempre existe la integral de dicha funci6n), que es claranncnte el 
objetivo de Cauchy, se requiere de una condicibn extra, a saber, que se trate de una funcion 
unifomemmte continua en cl intervalo en cuesti6n (en este caso, en el intervalo defmido entre 

xc y X). , 

E. Heine, quien introduce de manera explicita la diferencia entre la simple continuidad 
de una funcibn y la continuidad uniforme, demuestra en su memoria Sobre la Teoria de Funciones 
de 1872, que una funcibn continua definida sobre un inteivalo cuyos extremos son xbyA, 
y donde la variable puede tomar como valor a estos extremos — es decir que la funcibn sea 
continua en el intervalo cerrado- resulta ser uniformemente continua. A partir de esta 
observacibn, pareceria necesario que para que la definicibn de la integral de una funcibn 
dada por Cauchy fuese lo suficientemente “rigurosa”, deberia utilizarse de manera explicita 
no s61o la hipbtesis de la continuidad, sino la dc la continuidad uniforme (esta es la opinirin 
de Morris Kline quien sostiene, en su Evoluci6n delpensamientoMatemdtico desde laAntigiiedad 
basta nuestros dias, que por esta razon la definicibn de la integral definida dada por Cauchy 
resulta incompleta). 

Ya hicimos ver en el capitulo II d e\ Analisis Algebraico (en nuestra nota 6) que no existe 
en Cauchy—y de manera explicita sblo existiri hasta despues de Cantor- una diferencia 
entre un intervalo abierto y un intervalo cerrado. De manera tal que no se puede aftrmar 
que en su defmici6n Cauchy supone que la funcibn es continua en el intervalo cerrado 
[xo, X], y aun en ese caso, no sera sino hasta 1872 que se podra asegurar que con esta 
condicibn basta para poder concluir la continuidad uniforme de la funci6n y, con ello, 
demostrar la existencia de la integral de la misma. Sin embargo toda vez que en su definicibn 
Cauchy utiliza el corolario del teorema 3 de los preliminares del Andlisis Algebraico (que 
presentamos en la nota 1 de esta leccion) para poder expresar la suma 
S = + )/(*) + ••• + (*"*.-1 )/(*»-!) comoiguala 

S=f(x' )(X-xo) , en donde/( *' )=Af(/( «),/(»)./(*«-! )) 

se requiere que los valores*>y X esten incluidos en el intervalo considerado. Esto es lo que 
permite que se sustituya la suma 

£/( xi-1 )(xt - xi- i) ± eo ( xi-xo ) ± Ei ( aq -*i ) ± e z ( jrs -xi ) + ... 

±e»-i ( X-x»- i ) 
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(xi-xo)f(xo), (x 2 -xt )/(xi ),... 
estaran todos comprendidos en la formula general 
< 8 ) hf{x)=f{x)dx t 

de la cual se deduciran uno a uno al poner primero 
* = -*<> y h = x i- xq, 

y luego 

x = x\ y h~x 2 -X 1 

Se puede decir entonces que la cantidad S es una suma de productos 
semejantes a la expresion (8), lo que se expresa en ocasiones con ayuda 
de la caracteristica T, al escribir 

(’) S=Zbf(x) = 2f(x)Hx. 

En cuanto a la integral definida hacia la cual converge la cantidad 
5, al devenir los elementos de la diferencia X- x 0 infinitamente pequenos, 
convenimos en representarla por la notacion J hf{x) o jf(x)dx , en 


por 

2/( x <~ l )(•*■' - 1 ) ± e ( X- xo ), en donde E = M ( + Eo , ± £j,... ± e«- l ), 
y a partir de la cual Cauchy asegura que la variacion de las dos sumas 
£/(*»•-1)(*7-Jtf-i) y 
E/(*-i )(»-«-s)±e(Jf-jr 0 ) 

puede ser muy pequena. 

Como se puede ver, el objetivo de Cauchy es mostrar que en el limited valor al que tiende 
la suma es independienle de la particibn que se tome para el intervalo( xo, X). El que dada 
una cantidad muy pequena siempre se puedan encontrar dos particiones cuyas sumas 
difieran en menos de esa cantidad - prueba que requiere de la propiedad de la continuidad 
uniforme- se concluye, para Cauchy, de la afirmacibn de que sera posible encontrar un 
modo de divisidn (una particion) en el que los elementos de la diferencia (AT-.ro) devengan 
infinitamente pequenos, condicidn que asegura tan s61o que la variacidn de la funcidn es 
igualmente infinitamente pequena. Cauchy llega a esta conciusibn debido a que la funci6n 
es continua ; sin embargo, el asegurar que si el valor numerico de un subintervalo es 
infinitamente pequeno, la variacidn de la fiincion en ese subintervalo sera tambien 
infinitamente pequena, supone que la funcion ts, en dicho subintervalo, no solo continua 
si no uniformcmcnte continua. 
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la cual la letra J, que sustituye a la letra E, no indica a una suma de 
productos semejantes a la expresi6n (8), sino al limite de una suma de 
esta especie 5 . Ademas, como el valor de la integral defmida considerada 
depende de los valores extremos Xo y X de la variable x , convenimos en 
colocar esos dos valores, el primero por debajo y el segundo por arriba 
de la letra J, o bien de escribirlos a un lado de la integral, la cual se designa 


entonces por alguna de las notaciones 



La primera de esas notaciones, imaginada por M. Fourier, es la mas 
simple 6 . En el caso particular en el que la funcion/( x ) se reemplaza por 
una cantidad constante a , se encuentra que, cualquiera que sea el modo 
de division de la diferencia X- xo , 

S ~ a ( X=Xo ), 

y se concluye 

adx =a{X-xo). 

se pone a = 1, se obtendra 

dx =X— Xo. 


Si, en esta ultima formula 



Xt 


5 La caracteristica Jfue introducida por Leibniz en su texto De Geomctrui Recondita et Analyst 
IndivisibiUum atque Infinitorum, primer texto en el cual Leibniz resuelve a la manera del 
nuevo calculo, el problema de la evaluacibn de la cuadratura de las curvas (como caso 
particular del problema inverso de las tangentes). 

6 Notacion introducida por J. Fourier en su Ttoria Sobre hi Conduccion del Calor de 1812. 



XVI 

(Vigesima segunda leccion) 


Formulas para la determinacion de los valores 
exactos o aproximados de las integrales deflnidas 


Despues de lo establecido en la ultima lecci6n, si se divide X - xo en 
elementos infinitamente pequenos *i - xo, *2 - xt, ... X - x n - i, la suma 

(1) S=(xi-^)/(j») + (* 2 -*i)/(*i) + -- +(X-x„-i)f(x n -\) 
converges hacia un limite representado por la integral definida 

(2) \^f{x)dx. 

A partir de los mismos principios sobre los cuales dimos funda- 
mento a esta proposition, resulta que llegariamos al mismo limite si el 
valor de 5, en lugar de estar determinado por la ecuaci6n (1), se obtuviera 
a partir de formulas semejantes a las ecuaciones (5) y (6) (Leccion 21); es 
decir, si se supusiera 

5 = ( xi - xo )/[ xo + 0o ( x\ - xo ) ] 

(3) +(x 2 -JCi)/[jri + 0i(x2-jri)]+... 

en donde 0 O , Oi,, 6*- i designan numeros arbitrarios menores que la 
unidad, o bien 

5 = ( x, - xo ) [f(xo ) ± Go ] + ( % - xi ) [/(xi) ± e i ] 

+ ... )[/(*„-.)±e„-,], 


(4) 
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en donde e 0 , £ 1 ,... , E« - 1 designan a los numeros que se anularan junto 
con los elementos de la diferencia X-xq. La primera de las dos formulas 
anteriores se reduce a la ecuacion (1) cuando se toma 

0o = 0i = ... 0 »-1 = 0. 

Si, por el contrario, se hace 

0o = 0i=... 0» - i = 1, 

se encontrara 

(5) S -( *, -Ao)/() + ( x 2 -xx )/(xi ) + ...+ (X-x„ - , )/( X) \ 

Cuando se intercambian en esta fdrmula las dos cantidades x$ y X, 
lo mismo que todos los terminos que se encuentran a igual distancia de 
los dos extremos en la sucesidn x,,... , x„ - X, se obtiene un nuevo 
valor de S que es igual, aunque de signo contrario, al obtenido a traves 
de la ecuacion (1). El llmite al cual convergera este nuevo valor de S 
debera ser igual, pero de signo contrario, a la integral (2), y de la cual se 
podra deducir al intercambiar entre si a las dos cantidades xo y X, Se 
tendra pues en general, 

(6) \j(x)dx=-j X f( x )J x . 

X Xt 

Se emplean con frecuencia las fdrmulas (1) y (5) en la busqueda de 
valores aproximados de las integrales definidas. Para mayor simplicidad, 
se supone ordinariamente que las cantidades Xo,x u ... , x „- lf X t de esta 
f6rmula estan en progresi6n aritmetica. Asi, los elementos de la diferencia 

X— xq se vuelven todos iguales a la fracci6n-j y, al designar a esta 

fraccion por se encuentra que las ecuaciones (1) y (5) se reducen a las 
dos siguientes: 

(7) S=i[f(x6)+f(xo+i)+f(xb + 2i ) + ... +/(X~2 i)+f(X- i) ], 


Segun sc acfaro en la nota 2 de la leccidn 21, Cauchy no establece la hip6tesis (ni podia 
establecerla) de la continuidad uniformc de la funciin. Vemos aqui, sin embargo, que sin 
hacer una distincion entre un intervalo abierto y un intervalo cerrado (distinci6n que 
tampoco podia hacer), Cauchy supone que la funci6n es continua(hipotesis inicial al hablar 
de la integral de una fimci6n) y que esta igualmente definida en los valores extremos. 
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(8) j=i[yx^+0+/(^ + 20+- + /( Jf - 2 0+/(^-0+/(^)]* 


Se puede suponer tambien que las cantidades xn, xi,... , x„- i, X, 
forman una progresion geometrica cuya raz6n difiere muy poco de la 


unidad. A1 adoptar esta hip6tesis y al hacer | 

de las formulas (1) y (5) dos nuevos valores 
sera 


x Y 

— = 1 + a , se obtendran 

J 

e S, de los cuales el primero 


(9) S= a ^«>/(a3o) + ^(l + a)/[Ab( l + a)] + ...j* 2 

Es importante observar que en varios casos se pueden deducir de las 
ecuaciones (7) y (9), no s61o los valores aproximados de la integral (2), 
sino su valor exacto o lint S. Se encontrara por ejemplo, 


( 10 ) 



(X-xo)(X+x- i) X*-j& 

---—' = Itfft 

2 2 + a 


2 


( 11 ) 


\ A -1 lA 

f ?dx=ft- 

Xq 


( 12 ) 



dx— Itm 


a(A* + 1 --tt)* 1 ) 
( l + a)* + , -l 


A« +1 -*g + t ) 

a+ 1 


f x dx ,X 

— = hm n a = l —, 
* * *> 


2 Al afirmar que los term i nos x*,x t ,... ,X»-\,X forman una progresidn geometrica cuya 
razdn difiere muy poco de la unidad, se puede asegurar que, por ejemplo, xo= 1 +0 , 
Xi = ( 1 + a ) 2 ,*2 ={ 1 + a ) 3 ,... ,Xa( I + a )'* +1 ; lo cual permite asegurar que larazon 
es 1 + a (se supondra que a es un valor muy pequeno) y daramentc j— J= { 1 + a )*. Al 

sustituir en la formula (1) los valores de la sucesidn aa, x\ . x H -\ ,X$e obtiene de la 

formula (9). 
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la ultima ecuacion debera limitarse unicamente al caso en el que las 
cantidades Xo, X esten afectadas del mismo signo. 

Es facil tambien determinar a una integral definida a partir de otra 
integral de la misma especie. Asi por ejemplo, se obtendra de la formula (1) 


| a (p ( x) dx = lim a [(xi -xo )<p( xo ) + ... 



x, + a 


1 /(x-a)dx-f f(x)dx t 
(15) 

f X _dx__ dx _ l X-a i 

\ x-a ^ Xo- a 

la ultima ecuaci6n debera limitarse al caso en el que x$ - a y X - a son 
cantidades afectadas por el mismo signo. Ademas, se obtendra de la 
formula (8), al hacer xo = 0 y al reemplazar f(x) por f(X~ x ), 

J f(X-x)dx=limi[f(X-i)+f(X-2i)+... 

(16> * ^ 

+/( 2 / ) +/( * ) +/( 0 ) ] = f f(x)dx, 

0 

luego, al tomar en consideration a la ecuacion (14), se concluira 

rX-Xo .X-* ( X 

(17) J f(X-x)dx = \ f(x+*>)dx=) f(x)dx. 


3 Como siempre / denow a la caracteristica dc los logaritmos naturales. 
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En fin, si en la formula (9) se pone 

f(x)= 7Tx y ;(1+a) = |3 ' 


se obtendra 


(18) 


'Jx_ 
. X lx 


Um P 1 ^- 1 


1 


=1 


Ixo ■+ 
IX 
lx* 


ix-[ 


P -1 


dx_,lX 
x /V 


las cantidades ^y^fdeben ser ambas positivas y ambas mayores o ambas 
menores que la unidad. 

Una observacion importante es que las fbrmulas bajo las cuales se 
presenta el valor de S en las ecuaciones (4) y (5) de la leccibn anterior son 
validas tambien para la integral (2). En efecto, esas ecuaciones subsisten 
cuando se subdivide la diferencia X— *b, o bien las cantidades Xj — *o, 
x 2 — jti, ... , X-Xn-u en elementos infinitamente pequenos, y seran 
verdaderas en el llmite, de tal forma que se tendra 


(19) 


J /( *) dx~ ( X-XO )/[xo + 0 ( X-XQ )] 4 


y 

fX 

J f(x) dx=(x\ -JStt )/[j5) + 0 O ( JTi-JKo)] 

X* 

(20) +{x z -x l )f[x t + e i (x 2 -x l )] + ... 


4 Esta igualdad es conocida como el teorcma del valor medio para el calculo integral. 
Nuevamente es importante senalar que para la demostraci6n de esta igualdad es necesaria 
la condici6n de que la funcion/( X ) es continua en el intervalo cerrado [xo.X). Acerca de 
las condiciones bajo las cuales Cauchy justifica esta posibilidad remitimos a la nota 2 de la 
lecci6n anterior. 

s Esta ecuaci6n permite demostrar, a partir de la ecuacibn anterior, la propiedad de que 

f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx+... +f f(x)dx 
■ r » - 1 
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9, 9o, Oi, .... 0» — i designan a numeros desconocidos, pero todos 
inferiores a la unidad. Si para mayor simplicidad se supone que las 
cantidades x\ — xq, xi - x\, ... , X-x n - i, son iguales entre si, entonces al 

. . X-xo 

hacer / =-, se encontrara 

n 


r A 

J f(x)dx=i[f(xo + e Q i)+f(xo + i+Qif) + -- 

( 21 ) * 

+/(X-i + 8,-,/)]. 

Cuando la funci6n/( # ) es siempre credente o decreciente desde 
x~xo hasta x = X, el segundo miembro de la formula (21) estara com- 
prendido entre los dos valores de S dados por las ecuadones (7) y (8); 
valores cuya diferencia es ± i [/( X)-f{xo)]. En consecuenda, bajo 
esta hipotesis, al tomar como valor aproximado de la integral (21) a la 
semisuma de esos dos valores; es decir, la expresion 

i f ^/( xo ) +/( •*> + /')+/(jq> + 2 /) + ... 

(22) . v 

+/(X-2 i)+f(X-i) + ±f(X)\ 


secometeun error menor que la semidiferenda±i ^|/(A r )-|/(xo) J. 

Ejemplo. Si se supone /( x ) = , x o = 0 i X=l, i = ~, 

la expresion (22) devendra I + ar 4 


1 

4 


M + i + 16 

17 5 25 



en virtud de que cada integral 

J ^ /( x ) dx = ( 3d - Xi _ 1 )f[ Xi _ 1 + 0, _ 1 ( Jff - Xi _ 1 ) 1. 

Esta propiedad sera demosirada por Cauchy en la proxima leccion. 
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El error cometido 
1 = — y estara por debajo de 


este 

1 


podra rebasar 


En consecuencia, 0.78 es el valor aproximado de la integral 

K i+S 

- f - — — 1 = — v estara por debajo de —rr como veremos mas adelante. 
4 l 2 4 J 16 7 K 100 

V Cuando la funci6n/( x ) es tanto creciente como decreciente entre 
los limites x = xo t x = X, el error que se comete al tomar como valor 
aproximado de la integral (2) a uno de los valores de S dados por las 
ecuaciones (7) y (8), es claramente inferior al producto de « i ~X~ x» por 
el mayor valor numerico que puede tomar la diferencia 


(23) f(x+Ax)-f(x) = Axf(x + 9Ax) 

cuando se supone que x esta comprendida entre los limites xo y 
X, y Ax, x esta entre los limites 0, i. Asl, si Hamamos k al mayor de los 
valores numericos que recibe/( x ), mientras quex varia desdex = xo hasta 
x = X f el error cometido estara ciertamente acotado entre los limites 


- ki(X-x <>), +ki(X-x a ). 



XVII 


(Vigesima tercera leccion) 

Descomposicion de una integral definida en 
varias integrales defmidas imaginarias 
Representation geometrica 
de las integrales definidas reales 
Descomposicion de la funcion 
bajo el signo {, en dos factores de los cuales 
uno conserva siempre el mismo signo 


Para dividir a la integral definida 

(1) . fnxw 

•*« 

en varias integrales de la misma especie basta descomponer en varias 
partes ya sea la funcion bajo el signo J, o bien la diferencia X — xo . 
Supongamos primero 

/(x) = tp(x)+x(*) + v(*) + —; 


se concluira 
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(xj -JCo )/(Xo ) +... + ( X-x n -I )f(x n - 1 ) 

= ( x, -xo )<p ( xo ) + .--+( X-x „-, )<p (x„ ) 

+ (*i-*»)x(*>) + — + (X-Xm-i )x(*»-i ) 

+ (x,-^)v(xo) + ... +(A'-x«-,)\|/(x„- 1 ) 


luego, al pasar a los limites. 


J f(x)dx = \ q> (x)</x + J x 



Si se designan por u ,v t w,... diversas funciones de la variable x y 
por a,b,c t ... a cantidades constantes, se obtendra de esta ultima 
formula, junto con la ecuacibn (13) (leccibn 22) 


r 

J (u + v + w + ... )dx = 


( 2 ) 


r r r 

J udx+ J v dx + J wdx + ..'. 


(3) 


r r r 

J (u + v)dx = J udx+ J v dx, 

X« Xo Xt 

rX .X .X 

J (tt-v)dx = J udx-J v dx. 


(4) 


r< 


au + bv + cw + ... )dx = 


r x f X X 

J udx+bj vdx+c I wdx + .... 

Xo Xo \ 


Cuando se extiende la definition que hemos dado de la integral (1) 
al caso en el que la funcion/( x) deviene imaginaria, la ecuation (4) 
subsiste para los valores imaginarios constantes a,b,c,... , y se tiene en 
consecuencia, 
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.X rX — t x 

(5) ] («+z/\Pl ) r/x = J udx+y-l J V dx. 

\ *> *> 

Supongamos ahora que al dividir la diferencia X- xo en un numero 
finito de elementos representados por x, - *>, x 2 - Xi, ■ • • , X- x„ - i, se 
divide cada uno de esos elementos en varios mas, cuyos valores numericos 
sean infinitamente pequenos, y que se modifica, en consecuencia, el valor 
de 5 obtenido por la ecuacidn (1) (lecci6n 22). El producto 
(xx -xo)f(x) sera sustituido por una suma de productos semejantes 

que tendra por limite la integral J /( * ) dx. Igualmente, los productos 

(x 2 -Xx)f(xx),... ,(X-x„-x)f(x„-x) seran reemplazados por su- 
mas que tendran como limites respectivos a las mtegrales 

^ f{ x ) dx , ... , J /( x ) dx . Por otro lado, al reunir las diferentes 
*•-» 

sumas de las que se trata, se obtendra como resultado una suma total 
cuyo limite sera precisamente la integral (1). Asi, puesto que el limite de 
una suma de varias cantidades es siempre equivalente a la suma de sus 
limites, se tendra en general 

(6) f *f(x)dx=\ X 'fWix+ff(x)dx + ...+\ 

\ \ 

Es importante recordar que se debe atribuir aqui al numero entero 
n un valor finito. Cuando se interpone entre los limites *o y Xun unico 
valor de x representado por la ecuacidn (6) se reducira a 

(7) f f(x)dx= J f(x)dx+ J f(x)dx. 

\ Xo ^ 

Es facil probar que las ecuaciones (6) y (7) subsisten aun en el caso 
en el que algunas de las cantidades Xj, xi, ... x„-x,Z, dejen de estar 
comprendidas entre los limites*, yX, asi como tambien en el caso en el 

que las diferenciasx, -xq,Xi -X\ . X-x n -i,% ,X- 4y ano sean 

cantidades con el mismo signo. Aceptemos por ejemplo que las diferen- 


1 Como ya lo dijimos en la nota 5 de la leeci&n anterior, todos los argumentos se encucntran 
ya presentados en esa leccion para demostrar esta ecuaci6n. 
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cias I; - xo , X- 1* sean de signos contrarios; ya sea que se considere que 
xo esta comprendida entre ^ y X, o bien X entre xo y se encontrara 

f f(x)dx = f f(x)dx + j f(x)dx 

* S * 

o bien, 

J f{x)dx~ J /(*)</*+] /(x)//x. 

X 

Asi, la formula (6) de la leccion 22 basta para mostrar como las dos 
ecuaciones que acabamos de obtener concuerdan con la ecuaci6n (7). 
Como esta ultima vale en cualquier caso se podra deducir directamente 
la ecuacion (6), cualesquiera que sean los valores x\, x 2t ... x„ _,. 

Se ha visto en la lecci6n precedente cuan facil es encontrar los valores 
aproximados de la integral (1), asi como los llmites de los errores 
cometidos cuando la funcion f(x) es siempre creciente o siempre 
decreciente desde x = xo hasta x — X. Cuando esta condicion deja de 
cumplirse, es posible, con ayuda de la fdrmula (6), descomponer la 
integral (1) en varias otras de modo que la condicion se cumpla para cada 
una de ellas. 

Vamos a suponer que el Hmite X es mayor que xo y que la funcion 
f{ x ) es positiva desde x = x§ hasta x ~ X;x,y designan a las coordenadas 
rectangulares y A a la superficie comprendida entre el eje de las x y la 
curvaj —x ) y entre las ordenadas/^ xq ) ,^( X ). Esta superficie, cuya 
base es la longitud X—Xo medida sobre el eje de las sera una media 
entre las areas de los dos rectangulos construidos sobre la base X-xq y 
cuyas alturas respectivas son iguales a la menor y a la mayor de las 
ordenadas levantadas de entre los diferentes puntos de esta base. Ella 
sera pues equivalente a un rectangulo construido sobre una ordenada 
media representada por una expresion de la forma/[*b + 0( X-xq )], 
de modo tal que se tendra 

(8) 4 = (X-xo)f[xo + Q(X-xo)), 

en donde 0 designa a un numero menor a la unidad. Si se divide la base 

X-xo en elementos muy pequenos xi - xo , x 2 - x, . X-x„~i, la 

superficie^ se encontrara dividida en elementos correspondientes cuyos 
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valores estaran dados por ecuaciones semejantes a la formula (8). Se tendra 
tambien 

/4 = (xi-A5o)/[-rb + 0o( X\ — -Ko ) ] 

(9) +(X2”*i )f[*\ + 0i(*2-*l )] +•-- 

+ ( X- Xn - l )/[ X n - l + 0n - 1 ( X~ X tt - l ) ] * 

en donde 0 O , 0,,.• ■ , 0« -1 designan a numeros menores que la umdad. 
Si en esta ultima ecuacibn se hacen decrecer indefinidamente los valores 
num£ricos de los elementos deX- xo , se obtendra al pasar al limite 

(10) A = \ X f(x)dx 1 . 

Xt 

Ejemplos. Aplicar la formula (10) a la curvas y = aJ, xy = 1, 

y = ? ,... 

Al terminar esta leccion daremos a conocer una propiedad notable 
de las integrales definidas reales. Si se supone /(aO = < P(*)X(-*)» 
tp(*)yX(*) d°s nuevas funciones que permanecen continuas entre 
los Hmites x = *>, x = X, y tales que la segunda conserva siempre el mismo 


z Pese a la semcjanza en el argumento, esta formula no podria conclutrse inmediatamente 
de la formula 19 de la leccion anterior, el teorema del valor medio del calculo integral, 
debido a que si bien se obtiene para el valor de la integral 

para un valor 0 es menor que 1, y que, como se asegura en la f6rmula (8) de esta leccibn, 
cl valor del area bajo la graf.ca de la funci6n/( *), entre las abscisas ^ yX.es igualmente 
de la forma 

A = (X-xo)A*o + (,(X-xo)] 

en donde tambien C, es un numero menor que 1 (como ya lo establecimos anteriormente, 
los casos en que £ y 0 scan iguales a 1 no se pueden exduir), nada permite asegurar que 

Esta es, por cierto, la primera interpretacibn geometnca del valor de la integral de la 
funcion como el de la cuadratura de una cuiva. De manera opuesta a los procedimientos 

tradicionales en los mdodos de exhaucibn, Cauchy introduce a la integral J /( x ) dx como 

un valor que es el limite de una expresibn analitica, y despues dcmuestra que este valor es 
el del irea bajo la curva entre las dos abscisas. 
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signo entre estos limites, el valor de 5 dado por la ecuacion (1) de la 
leccion 22 deviene 

5=(-ti-aq s ) ( p(ja))3 t (^) + (jc i -jfi)(p(jr 1 )x(ji-,) 

y sera equivalente a la suma 

U-*)XU) + U-* 1 )XU) + ... +(X-x„- i ) X (x„- l ) 

multiplicada por una media de los coeficientes (p ( Xo ), <p ( x\ ), 

<? ( x„ - j) o, lo que es equivalente, por una cantidad finita de la forma 

<p ( ^ ), en donde £ designa un valor de x comprendido entre xo y X 3 . Se 
tendra entonces 


( 12 ) S= l(*-*>)X(xo) + (x2-x t ) X ( Xl ) + ... 

+ (X-x„-i)x C^w-i)Jcp(^) 

y se concluird, al buscar el Hmite de S, 

( 13 ) J f(x)dx=J V{x)x(x)dx = <v{Z i )[ X %{x)dx. 

* ■** x„ 

en donde £ designa siempre a un valor de x comprendido entre xo y X. 
Ejemplos. Si se toman de manera sucesiva 


X(*)=1, x(*) = ;. x(x )— 

x x-a 

s fdrmulas 

(,4) 1 A*)ix=fa)\ 


se obtienen las fi&rmulas 
, X 


Sin hacerlo expficito Cauchy utiliza de nuevo el ccrolario del tercer teorema de los 
preliminares del AnAlisis Algebraico. El que el valor medio de las cantidades q> ( ), 

‘P ^ * l ).( *» -1 ) sea de la forma 9 ( 4 ) se deduce del teorema del valor intermedio, 

probado tambien en el Andlisis Algtbraico. 
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(15) 


| f(x)ix=w>\ 


fAx)ix = (.%-a)m-a)\ X 
X* xt x- a 

( 16 ) 

=a ~ a)l ^ri- 

xq — a 

de las cuales la primera coincide con la ecuacion (19) de la leccion 22. 
Fodemos anadir que la razdn ^, en la segunda formula, y la razon 


———, en la tercera deben de ser positivas. 
xo - a 



XVIII 


(Vigesima sexta leccion) 

Integrates indefinidas 


r 

Si en la integral defmida j /( x ) dx se hace variar uno de los dos 
*0 

llmites; por ejemplo la cantidad X, la integral variara junto con esa 
cantidad. Si se sustituye el llmite de la variable X por x , se obtendra 
como resultado una nueva funci6n de x que sera Uamada una integral 
tomada a partir del origen x = *0 . Sea 

(1) 3(*) = j7 (X)ix 

Xt 

esta nueva fiincion. Se obtendra de la formula (19) (leccion 22) 

( 2 ) tf(x) = (x-*)/[* + 0(*-*)]. 9F(*>) = 0, 

donde 0 es un numero menor que la unidad, y de la formula (7) 
(leccion 23) 

J f{x)dx-\ f{x)dx~\ /( x)dx-a f(x + Qa ) 

Xt X 

o bien 

(3) <aF(* + a)-SF(*) = a/(* + 0a). 

Se sigue de las ecuaciones (2) y (3) que si la funcion/( x ) es finita y 
continua en la vecindad de un valor particular atribuido a la variable*, la 
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nueva fiincion ^ ( x ) sera finita y ademas continua en la vecindad de este 
valor, ya que a un incremento infinitamente pequeno de* corresponded 
un incremento infinitamente pequeno de <tF( * ). Asi, si la funci6n/( * ) 
es finita y continua desde x — xts hasta x = X, lo mismo sera valido para la 
funcion *3r(*). Podemos anadir que si se dividen entre a los dos 
miembros de la f6rmula (3) se concluira, al pasar ai limite, 

(") S'(*)=/(*)• 

Asi la integral (1), considerada como funcion de *, tiene como 
derivada a la fiincion /( * ) que se encuentra bajo el signo j . Se probara 
de igual manera que la integral 

j f(x)dx=-j^f(x)dx, 

considerada como funcidn de* tiene como derivada a -/(*). Se tendri 
entonces 

^ ~d~x^ x /^ x)dx "^ x) y J~ x \ x f( x } dx = -f( x )' - 


Sin mayores comentarios, Cauchy demuestra el primer icorema fundamental d ’ calculo. 
Es importante senalar que la relaci6n in versa entre las dos operaciones fundamentales 
definidas por el calculo infinitesimal, la derivacl6n y la integraci6n, aparece s6Io despues 
de que los conceptos fundamentales del cilculo, tanto aqueflos comunes con ei Andlisis 
Algebraico como la definici6n propia de cada una de las dos operaciones, ban sido 
presentados, Cauchy inaugura aqui una tradici6n viva hasta nuestros dias en la cual la 
relaci6n inversa entre la derivada y la integral se presenta como un resultado que debe ser 
probado y que unifica a parte post a las dos ramas del calculo infinitesimal. 

En su texto Historia et Origo Calculus Differentials! Leibniz relata que fue a partir de la 
lectura del tratado de Pascal Sobrt las Senos de Cuarto de Circulo que el de$cubri6 la relaci6n 
inversa entre los metodos del calculo de las tangentes y la cuadratura de las curvas y que 
ello se encuentra en el origen de su descubrimiento del Calculo. Todavia en el siglo XVIII, 
con Euler, encontramos que esta relation inversa se considera como una propiedad a apartir 
de la cual se derivan las condiciones esenciales del calculo. Para Cauchy, lo vemos aqui, el 
teorema fundamental del cilculo unifica dos vertientes relativamente independientes y no 
se considera como el punto de partida para el cilculo. Es pues a partir de la definici6n 
analitica que introduce para la integral, asi como por cl lugar temitico que ocupa este 
teorema fundamental del calculo, que la integral dejara de ser considerada como la 
antidenvada. Este punto de vista es aclarado por el propio Cauchy en un comentario final 
a su Memoria sabre la Integraadn de las Ecuaciones Lineales con Diferenciales Para'ales y con 
Coefkientes Constantes de 1823: “A traves de la teoria de las cuadraturas podemos considerar 
a cada integral definida, tomada entre dos 11 mites reales, simplemente como la suma de los 
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Si a las diferentes formulas anteriores les agregamos la f6rmula (6) 
de la septima lecci6n resultara facil resolver los siguientes problemas. 

Problema I. Se busca. una funcion to ( x ) cuya derivada to' ( x ) sea 
cero. En otras palabras, se busca la solucidn de la ecuacion 

(6) to'(*) = 0. 

Solucion. Si se quiere que la funcibn to ( x ) permanezca finita y 
continua desde x=-oo hasta * = + oo, al designar por *b a un valor 
particular de la variable*, se obtendra de la formula (6) (septima leccibn) 

©( x) - to ( xo )-{x-Xb) ©' [xo + 9 (*-*»)] = 0 

y, en consecuencia, 

(7) ©x = to ( *o ) 

o } si se designa por c a la cantidad constante to (xa ), 

(8) to(x) = 0. 

As! la funcibn © (*) debera reducirse a una constante y conservar 
el mismo valor c, desde * = - oo hasta * = + co. Se puede anadir que este 
valor sera completamente arbitrario ya que la formula (8) verificara la 
ecuacibn (6), cualquiera que sea£_. 

Si se permite a la funcibn ©(*) tener soluciones de continuidad 
que correspondan a diversos valores de *, y si se supone que esos valores 
de *, presentados segun su orden de magnitud, estan dados por Xi ,* 2 » 
x m , entonces la ecuacion (7) debera subsistir solo desde* - - ® hasta 
x~xi‘,o desde x~x\ hasta * = * 2 , ,0 fmalmente desde x-x m hasta 

x = + 00 , dependiendo de que el valor particular de * representado por 
xo est& comprendido entre los limites — co y * t ; o bien entre los limites 


valores infiniumente pequenos de la expresi6n difercncial bajo cl signo J que corresponde 
a los distintos valores reales de la variable entre dichos limites. Me parece que este modo 
de concebir a una integral defmida debe prevalecer porque se adapts a todos los casos, aun 
para aquellos en los que no es posible pasar facilmente de la funci6n que aparece bajo el 
signo J a la funcion primitiva.Tiene ademas la ventaja de dar valores reales para las integrales 
que corresponden a funciones reales. No seria posible obtener todo esto si se considerara a 
una integral definida, tomada entre dos limites, como equivalente necesariamente a la 
diferencia de los valores de una funcion primitiva discontinua". 
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x\ y x 2 , ... , o bien entre losjimites x m y + a>. En consecuencia ya no sera 
necesario que la funcion CD ( x) conserve el mismo valor desde x~ - <x> 
hasta *= + oo, sino unicamente que permanezca constante entre dos 
terminos consecutivos de la sucesion 


“ 00 » Xi, X 2 , , X m , +Q0. 


Esto es lo que sucedera, por ejemplo, si se toma 


— ( v ft + C m 

<?) 

ft-Cl X-X2. 

2 


Cm ~ Cm - i X — 

2 'f(x-Xm) 2 ’ 


donde ft, ft, ft,... , c w , designan cantidades constantes pero arbitrarias. 
En efecto, en ese caso la funcion CD ( x) sera constante e igual a ft entre 
los Hmites x = -<x>y x = x\\e igual a ft entre los limites * = *1 y x — xi, 
• • • »y finalmente igual a c« entre los Hmites x = x m y x - + oo. 

Si se quiere que CD ( *) se reduzca a ft para los valores negativos y a 
ft para los valores positivos dear, bastara con tomar 


(10) £ (jc)= *±£L + £lIli£ * 

2 2 <7 

Problema II. Enrontrar el valor general dey que satisface la ecuadon 

(11) dy=f{x)dx . 

Solucion. Si se designator F{x) a un valor particular de la 
incognita.?, y pot / 7 (jt) + cd(j:) su valor general, se obtendra de la 
formula (11), la cual esos dos valores deberan satisfacer, 

F ' (*)-/(*). F’ (x)+(5' (x)=f(x) 
y en consecuencia 

<D' ( x) = 0. 

Por otro lado, se concluye de la primera de las ecuaciones (5), que 
f x 

la formula (11) se satisface al ternary = j f{x)dx. Asj, el valor general 

A 

de_y sera 
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(12) y = j f(x)dx+a(x) t 

Xt 

en donde co ( x ) designa a una funcion que satisface la ecuaci6n (6). Este 
valor general dejy, que comprende como caso particular a la integral (1) 
y que conserva la misma forma de la integral, cualquiera que sea el origen 
Xq de esta integral, se representa en el calculo por medio de la simple 
notaci6n \f(x) dx, y recibe el nombre de integral indefinida . Dicho esto, 
la formula (U) implica siempre a la siguiente 

(13) y = \f{x)dx 
y reciprocamente, de modo que se tiene 

(14) d\f(x)dx=f(x)dx. 

Si la funcion F(x) difiere de la integral (1), el valor general de^ o 
J/( x ) dx se podra siempre presentar bajo la forma 

(15) \f(x)dx = F(x) + 1*>(*), 


2 La relaci6n inversa entre los raetodos de las cuadraturas y de las tangentes, conocida por 
Leibniz y Newton como la relation que se encuentra en la base del calculo, permitia asegurar 
que al encontrar la expresion para calcular la cuadratura de una curva (Cfr. nota 2 de la 
leccidn 23) deberia de satisfacerse la ecuacion (14), e igualmente, resolver el problema de 
encontrar a una funcidn primitiva que satisface la ecuacibn (11). Esto permitia, aunado al 
hecho de que el aspecto geometrico del problema suponia tan s61o curvas muy simples, 
identificar a la integral como integral indefintda. Pero el orden presentado aqui por Cauchy 
es esencial y totalmente consistente con los principios expuestos desde el Andlisis Algebraiccr, 
si de la busqueda de una funcion primitiva se trata, o del valor de una cierta area, es necesario 
precisar primero a que cantidad real sera asociado el valor del area o el valor que debera 
tomar la funcion en cada valor de la variable. Solo despuis de que se ha precisado el vabr 
que adquiere la integral (en donde como ya lo precisamos en la nota 3 de la leccibn 21 el 
criterio de eonvergencia de Cauchy para una seric de valores reales es clave) se podra definir 
a una funcibn a partir de ella, y el cilculo de una funcion primitiva es legitimo. En su Nota 
iobre la naturaieza de los problemas que sepresentan en el calculo integral, Cauchy aclara que se 
tenia la costumbre, en los tratados del calculo integral, de remitir la delcrminacion de las constantes 
y de las funciones (que entran en la solucion de las ecuaciones diferenciales) a la busqueda de las 
integrates generates en mis Lecciones be ttnido que invertir este ordeny deponer en primer termini > 
la busqueda, no dt las integrates generates sino de las integrates particulares, de lal manera que la 
determinaciin de las constantes ode lasfunciones arbitrarias no se considerara separada de la busqueda 
de las integrates 



316 


Augustin Louis Cauchy 


y debera reducirse a la integral (1) para un valor particular de © ( x ) que 
verifica al mismo tiempo la ecuacion (6) y la siguiente: 

(16) 5 Hx) = \*f(x)dx = F(x*v(x). 

Si, ademas, las funciones/( x ) y F( x ) son ambas continuas entre 
los Umites -t = J£o, x = X, la funcibn £?( x) sera tambien continua, y en 
consecuencia 0 ) (*) — — F(x) conservara el mismo valor entre 

esos Umites, entre los cuales se tendra 

co ( x) = 0) ( xa ) 

V(x)-F(x) = <3(x>)-F(xo) = -F(j a >\ 

< &(x) = F(x)-F(xt>), 

( 17 ) J f(x)dx = F(x)-F(xo)*. 

X* 

En fin, si en la ecuacibn (17) se toma x = X se encontrara 

(18) f(*)dx = F(X)-F(.x,). 

Xo 

Resulta de las ecuaciones (15), (17) y (18) que dado un valor particular 
F(x) dej> que verifique la formula (11) se pueden deducir: l fi el valor 
de la integral indefinida f/( x) dr, 2 2 los valores de las dos integrals 

definidas J f{x)dx , J f{x) dx en el caso en el que las funciones 


Segundo teorema fundamental del calculo. La practica usual en el calculo infinitesimal 
antes de Cauchy era la de suponer la existencta de la integral indefinida, identificada con 
la antiderivada, a partir de una expresidn similar a la ecuacion (14), para derivar a partir de 
esta a la integral definida, suponiendo la existencia de la funci6n primitiva /fc) y aplicando 
precisamente la ecuaci6n (17). Claramente (C/K nota 1) Cauchy toma una prudentedistancia 
respecto de esta practica e inaugura a si el tittle contonpordneo en cl calculo difcrencial e 
integral al presenter por primera vez a las ecuaciones (5) y (17) como teoremas y no como 
resultados conocidos a partir de la definici6n de la integral. 



Curso de anilisis 


317 


/(■«)» F(x) permanezcan continuas entre los limites de esas dos 
integrales. 

Ejemplos. Como se verifica la ecuacion dy~ — a ^ tomar 

y = arc tan x, y ya que las dos fiinciones - + arc tan x permanecen 

finitas y continuas entre los limites x= — co, x= + oo, se obtendran las 
formulas (15), (17) y (18) 

f = arc tan jc + to ( a:), f 7^7 = arc tanj:, 

3 l+x 2 J o l+x 2 

f -^7 = 7 = 0.785.... 

%l+x 2 4 

Nota. Cuando en la ecuacion (17) se quiere extender el valor de x 
mas alia de un limite que hace a la funcion/( x ) discontinua, es necesario 
anadir al segundo miembro una o varias integrales singulares. 

Ejemplo. Ya que se satisface la ecuacidn dy — ~~~ al tomar y = — 1 £, 

si se designa por e a un numero infinitamente pequeno, y por p, v a dos 
coeficientes positivos, se encontrara, para x < 0 , 


dx 1.2 

— = 7/* 

1 x 2 


■ In- 


y, para x > 0, 


T = 2^-2 ,I + , v 



e v 


dx 

x 



XIX 


(Vigesima septima leccion) 


Propiedades diversas 
de las integrales indeflnidas 
Metodos para determinar a los valores 
de esas integrales 


A partir de Io dicho en la leccion anterior, la integral indefinida 

(1) \}(x)dx 

no es otra cosa sino el valor general de la incognita^ sujeta a verificar la 
ecuacion diferencial 

(2) dy-f{x)dx x . 

Adem&s, dado un valor particular F(x) de la misma incognita, 
bastara para obtener el'valor general, el anadir a F(x) una funci6n 
© (x ) capaz de verificar la ecuaci6n CO f ( x ) — 0 6, lo que es igual, una 
expresion algebraica que solo pueda admitir un numero finito de valores 


1 Despues de la defmici6n predsa de la integral definida, la integral indefinida se presenta 
como la nueva y correcta version de la vieja operacion de antiderivation. Para ello fue 
necesario, desde el momento en que la operacion de derivation se introduce en el marco 
funcional (se trata de una operacion realizada sobre una funcion que permite definir una 
nueva funcidn, la funcion derivada), que la integral sea igualmente introducida a dicho 
marco funcional. Para que la relacion entre las ecuaciones (1) y (2) sea posible, es necesario 
definir a la integral indefinida como se hizo en la leccidn anterior; es decir, viendo a la 

integral a traves de la fitncion f ( x ) = J f(x)dx ( Cfr ; la nota 2 de la leccion 26). 
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constantes, de los cuales cada uno subsiste entre ciertos limites asignados 
a la variable x z . Para abreviar, designaremos en adelante con la letra C 
una expresibn de esta naturaleza y la llamaremos constants arbitraria, lo 
que no significa que deba conservar siempre el mismo valor, cualquiera 
que sea jc. Dicho esto, se tendra 

( 3 ) \f(x)dx=F(x) + €. 

Cuando se sustituye la fiincion F(x) por la integral definida 
J /( x ) dx, que es ella misma un valor particular dej>, la fbrmula (3) se 
reduce a 

( 4 ) jf(x)dx=ff(x)dx+€. 

A1 extender la definicion que hemos dado de la integral (1) al caso 
en el que la funcion/( x ) se supone imaginaria, se reconocera fadlmente 
que, bajo esta hipotesis, las ecuaciones (3) y (4) subsisten. Solamente la 
constante arbitraria C deviene imaginaria junto con/( x ); es decir, ella 
toma la forma Ci + C 2 V-1; en donde <£i y €* designan a dos constantes 
arbitrarias reales. 

Antes de ir mas lejos, es importante observar que al formar la suma 
o la diferencia, o una fiincion lineal cualquiera con dos o mas constantes 
arbitrarias, se obtiene como resultado una nueva constante arbitraria. 

Varias propiedades importantes de las integrales definidas se de- 
ducen facilmente de la ecuacibn (4) al combinarse con las formulas (13) 
(leccion 22) y (2), (3), (4), (5), (leccion 23). En efecto, si despues de haber 
reemplazado X por x en los dos miembros de cada una de esas fbrmulas 
se suman constantes arbitrarias a las integrales involucradas, se encon- 
trara, al designar por a,b,c a las constantes que se suponen 
conocidas, y por u, v , w ,... a las funciones de la variable x, 


(5) 


f a u dx= a j u dx, 


Cfr. la solucion al problema I en la lecci6n 26. 
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J(« + v+w + ... )dx=^udx+\vdx+\ iv dx +... , 

[( u-v)dx= udx~\ vdx , 

(6) 

\(au + bv + cw + ...)dx=a\udx+b\ vdx+c J wdx+... , 

+ = J u dx+ V-l | 

Esas ecuaciones subsisten en el caso en el que a,b>c,... 
u, v, w ,sean imaginarias. 

Integrar la f6rmula diferencial/( x ) dx , o lo que es igual, integrar la 
ecuaci6n (2) es encontrar el valor de la integral indefinida x ) dx. La 
operacion por medio de la cual se hace una integration indefinida. La 
integration definida consistira en encontrar el valor de una integral 
( X 

definida como J f(x)dx Vamos a dar a conocer ahora los cuatro 

X o 

principals metodos con cuya ayuda se puede efectuar, en algunos casos, 
la primera de esas operaciones. 

Integration inmediata. Cuando en la fbrmulayX x ) dx se reconoce la 
diferencial exacta de una funcion determinada F(x), el valor de la 
integral indefinida \f(x)dx se deduce inmediatamente de la ecuacion 
(3). Se extiende el numero de casos a los cuales esta especie de integracion 
es aplicable al observar que los factores constantes incluidos en/(x) 
pueden ponerse a voluntad dentro o fuera del signo J (vease la 
ecuacion 5). 

Ejemplos: 

fadx = ax+<£, J( a + 1 )S dx = S + 1 + C, 

\fdx = ^-r + €, 

3 a+ 1 


1 


dx 

s 


- hr-ti*’ 1 

( m — l)x 1 



x 


dx 


~2 y Jx~ + £, 
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J x 2 J 1+x* 


arc tan jr + C, 


dx l 

= arc sen x+ C = C + j7t - arc cos *, 


Vl -x 


JV</* = /+£, \gflA dx=/F + &, Jy^^ = ^ + C t 

Jcos*</x= 5 enx+C, J sen *</*=-cos*+C, 


dx 


._ f //* 

= tan x + C, I —j— = - cot x 4 

J sen j: 


Integration por institution. Vamos a convenir que a la variable x se le 
sustituye por otra variable z ligada con la primera por una ecuacibn de 
la que se obtiene z = (p(x)yx = ^(z). La formula (2) se reempiaza por 
la siguiente: 

( 7 ) dymf[%{z)W{E)dz. 

Si se pone, para abreviar/[ £(z)]£'(z) = p(z),el valor general 
dej que se obtiene de la ecuacibn (7) estara representado por la integral 
indefinida J p ( z ) dz. Por otro lado, este valor general debe coincidir 

con la integral {1). Asi, si en virtud de la relacion establecida entre x y 
z, se tiene 


(8) f(x)dx = p(z)dz, 

se concluira 


( 9 ) jf(x)dx= jp(z)dz. 

Supongamos ahora que el valor de J p ( z ) dz este dado por una 
ecuacibn de la forma 

(10) { p ( z) dz - 9^( z) + C; 


se obtendra de esta ecuacion 

(ii) J/(*)rf*=sr[<p(*)] + e. 
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Ejemplos. A1 admitir la formula (10) y al hacer sucesivamente 

x±a = z, ax-z y ~-z, x + a ~ z, 
a 

lx = z, e = z, sen x-z, cos x-z, 
se obtendra de la formula (11), en combinacion con la ecuacion (5) 
jp(x±a)dx- c $(x±a) + €, 

\ p(ax)dx = — < 3(ax) + C, 

J a 

Jp^jrf*-43^+e, 

J xp (a? + a ) dx = ^ < tf(x* + a 2 ) + €, 

\a a - l p(x a )dx = -®(x a )+€, 

J a 

jplx^r= < &lx+c, 

je x p(S)dx = <&(f) + £, 

J cos xp ( sen x ) dx -&( senx ) + C, 

J sen xp ( cos x) dx = - ‘STf cos x ) + C . 

Estas ultimas formulas al ser combinadas a su vez con aquellas que 
resulten de la integraci6n inmediata permiten encontrar 


l^f- = h(x-a) ! + €, 


dx 


1 


(x— a ) m (m~l)(x—a y 

[ — ~~r 2 = ~ arc tan ( a x ) + <2 
J 1 +a 2 x 2 a v ' 


_ + c . 
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\Jh-h\- 


dx 


— - arc tan — + C, 


f X dx 1 ,, 2 2x 

TO = I ; ^ + * )+€ ' 


I 


xdx 


= dx + d 1 + C, 


'n7T7 

J e rfJC dx= — e x + C, f </* = — — f ax + C, 

J a J a 

f cos axdx — — sen<r* + C, [ sen ax dx— cos ax+ €, 
J a i a 


J —</* = ~(/*) 2 +e, j-^ = /!*+€, 


I 


2 7 ’ 3 xlx 

dx - 1 ^ f </jc 


r7 +< - I 


2x , , 
+1 


= arc tan e* + C, 


x(l x) m (/»- 1)( lx) m 

f sen xdx 1 ^ ^ tcosxdx 1 _ 

J cos * cos* J sen * sen* 

Integration por descomposition. Esta especie de integration se efectua 
con ayuda de las formulas (6), cuando la funcion dentro del signo J puede 
descomponerse en varias partes de tal forma que cada parte, multiplicada 
por dx, de como producto una expresidn facilmente integrable. Ella se 
aplica en particular al caso en el que la funci6n bajo el signo J se reduce 

a una funci6n entera, o a una fraction racional. 

Ejemplos: 

f dx 


sen 2 * cos 2 * 


=1 


sen * + cos * 


dx 


sen *cos * 

f dx r dx 
= J —~ + I —— = tan*- 
J cos x J sen * 
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\{a + bx+cx+...)dx = a\dx+b\xdx+c\xdx+... 

2 3 

.XX ^ 

~ ax+ b~ + c- 2 + ”• + ^ ■ 

Integration por partes . Sean u y v dos funciones diferentes de x y u ', 
v' sus respectivas derivadas, u v sera un valor particular d ty que verifica 
la ecuacion diferencial 

dy=udv + vdu~uv' dx+ vu' dx t 
de la cual se obtiene en general 

y = uv+£ = juv’ dx + fvu’dx=judv + fvdu, 

y en consecuencia, 



o, simplemente 

(12) judv = uv-fvdu, 

la constante arbitraria - C puede considerarse incluida dentro de la 
integral J v du. 

Ejemplos: 

llxdx = xlx-\x^r=x{lx-l) + t, 
fxf dx = f( x-l) + £, 

J x cos x dx ~ x sen x + cos x + £, 

| x sen x dx - - x cos x + sen x + £, 


Nota. Es importante observar que las constantes arbitrarias que estan 
comprendidas en las integrals indefinidas de los dos miembros de la 
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ecuacion (12), pueden tener valores numericos niuy diferentes. Esta 
observacion basta para dar validez a la formula 



a la que se llega al poner en la ecuacion (12) 

1 , 
u~— y v = lx. 
lx 




XX 


(Trigesima segunda leccion) 


Sobre el paso de las integrales indefinidas 
a las integrales definidas 


Integrar la ecuaci6n 

(1) dy =/( x)dx, 

o la expresion diferencial f(x) dx, apartir dc x = xo , es encontrar una 
fiincion continua de x que tenga la doble propiedad de tener como 
diferencial z/{x) dxy de anularse para x = Xo. Como esta funcibn debe 
estar comprendida en la formula general 

if(x)Jx = f/U<)dx+c, 

se reducira necesariamente a la integral J /( x) dx, si la fimci6n/( x ) es 

continua respecto axentre los dos limites de esta integral. Pensemos ahora 
que al ser continuas entre esos limites las funciones <p(x)y^(x),el valor 
general dejy, obtenido de la ecuacion (1), se presente bajo la forma 

La funci6n buscada sera evidentemente igual a 
tp(x)-<|>(*)) + j Z s {x)dx. 
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A partir de esta observation se puede ver sin dificultad en que se 
convierten las f6rmulas dadas en las lecciones anteriores cuando se 
anulan los dos miembros de cada una de ellas para un valor dado de x. 
Asl, por ejemplo, se reconocera facilmente que las ecuaciones (9) y (12) 
de la lection 27, a saber 

J/( x) dx- J p ( z ) dz y fudv=uv-Jvdu 

6 

\ tiv' dx- u v - J vu' dx 
conllevan las siguientes 

(2) | /(x)dx-f p(z)dz 

*0 *0 

y 

(3) | uv' dx-uv —uqVo~\ vu' dx 

** 

en donde zo, uo y vo designan a los valores de z , u , y v que corresponden 
a x~xa . Si en las fdrmulas (2) y (3) se pone x - X, al denotar con Z, 
U, V a los valores correspondientes de z, u , v , se encontrari 

(4) \*f( X )dx = \ Z p(z)dz 

y 

X X 

(5) J u v' dx- U V- «o vo - J vu' dx. 

*0 *0 

Las ecuaciones (4) y (5) son aquellas que se deben sustituir por las 
formulas (9) y (12) de la lecci6n 27 cuando se trata de aplicar la 
integraci6n por partes o la integracidn por sustitucion a la evaluation o 
a la reducci6n de las integrates definidas. Por otro lado, las integrates de 
esta especie, deducidas de la integracidn inmediata o por descomposicidn, 
estan dadas por la formula (18) de la lection 26 o por la formula (2) de 
la lection 23. Al admitir estos principios, los metodos expuestos en las 
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lecciones anteriores podran servir para determinar a un gran numero de 
integrales definidas, de entre las cuales voy a citar algunas de las mas 
importantes. 

Si se designa por m a un numero entero; por a , 3 , H , v , a cantidades 
positivas; por a,A,B,C,... a cantidades cualesquiera; en fin por e a un 
numero infinitamente pequeno, se obtendra de las fi&rmulas establecidas 
en las lecciones 27 y 28 

f \x‘- x dx = oo, 

J o a 0 

f s x dx=l, 1 e x dx = o o, j f*dx~\, 

0 0 

1 B C 

| (A + Bx+Cx? + ... )dx=A + -z + J + ’“ • 


r 1 x m - 1 11 1 f dx n 

I — r^ =1+ i + i + - + «' 1. i+s~2' 

f“ dx n xdx ^ 

+ J a ’ X 1 + a v* 

f* xdx n dx __ = n 

*.l/ + a 2 ' o Vrf 2 -? 2’ 

r* dx _it f* (x-a)dx ,t* f* {x-a)dx q 

J-«(x-a ) 2 + p 2 P’ •LL(x-a ) 2 + p 2 v’ J -i(x-tx ) 2 + P 


r f — 

■U-^x-a 


A z ^n^±B£i] ilx=2Al & + 2nBt 


-p >M 




f. 


A- B'Ta A + flV-I 
x - a - p V-l + x - a + P V—1 


^x= 2 tc S. 


Ademas, si se representa en general por ^ j ~^ a una fracci6n racional 
cuyo denominador no pueda anularse para ningun valor real de x, por 



330 


Augusrtn-Louis Cauchy 


Xi » Xl »■ • las raices imaginarias de la ecuacion F( x ) = 0, en la cual el 
coeficiente de Pi es positivo; y porAi - BiPl ,A 2 - BiPl ,... a 

los valores de la fraccion que corresponden a esas raices, se 

Pyx) 

obtendra la formula 

(6) ■(. Jx = 2(A+A 2 + ... )!^ + 2n(B l + B i + ... ). 

El segundo miembro de esta formula ya no incluira al factor y 
se tendra en consecuencia v 


(7) 


P(*) 

F(x) 


dx= 2n( 5, + B z +... ), 


siempre que la suma^i +A 2 +... se anule. Esta condicion se cumple si 
el grado de F{ x ) rebasa al menos en dos unidades al grado de p ( x). 
Si el grado de la funcidn F(x) rebasa s6Io en una unidad al grado 

de p ( x ), la integral j dx es indeterminada y su valor general, 

dado por la ecuacion (6), incluye a la constante Pero al reducir esta 

constante arbitraria a la unidad, se encontrara la ecuacidn (7), que en ese 
caso dara solamente el valor principal de la integral. Este valor principal 
sera el mismo si la ecuacion F( x ) = 0 admite raices reales ademas de las 
raices imaginarias xi, . .razon es que todas las integrales de la 

forma j * tienen como valor principal cero. 


Ejemplos. Sean m y n dos numeros enteros, m<n. Si se hace 
2m + 1 

= a, se encontrara 


In 


f” x m dx 2 71 . 

J_ w 7 T^' == 2 «l sen<?7C + sen3a7t+ -- + sen (2n—\)an] 


n sen a n (2m+l)n 

n sen -7- L — 

In 
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( 8 ) 


Se concluye de esto, al hacer z - ** 
ll dz 


f 


, f" x M dx f x dx _ n 

"io 1+x" sen 


Igualmente, al reducir cada integral indeterminada a su valor prin¬ 
cipal se encontrara 


f i-4* s 2n {scn2ait + senAa1l + _ 4-sen(2«-2)<t7t] 

2n l 


n tan an ( 2 m + 


J 0 i_ 2 “ "J 0 1-x" J-«l-^" tan <2 it 


Se deduciran tambien las fbrmulas ya establecidas en las lecciones 
29 y 30. 

r" p x m ~ 2 dx 

■*0 ( 1 + *)" n-mh ( 1 + *)" 

(m-1)... 3-2 1- C _dx_ 

(»-«)... (ji- 3)(»-2) o ( 1 + * )" 

1 • 2- 3... ( w-l)xl-2»3...(«-w-l) i 
= 1*2* 3 — (« — 1) 


1 En la leccidn 29 Cauchy demuestra que para cl producto de dos binomios 
( ax + If f ( a t x + b x ) v , si se tiene que es proporcional a una potencia del cociente y lo es 
a una potencia de at x + b\ , entonces 
\{ax+bf(aiX+hY dx 

J*x + bti«x + bx'j'* l -\i{«h-*\ h) 1 *. \ y J* 

( p + v + 1 )tfl 

a partir de la cual se obtiene la igualdad al sustituir y pasar a la integral definida. 
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1 


-JjL 


2 » - 3 


r 




• (1+/)* 2«-2 J o (1 +/)""' 

1 ‘ 3’ 5... ( 2« - 3 ) f” dy ^ 1 • 3- 5... ( 2n- 3) n o 

2 4-6... (2n-2) J o 1 +/ 2- 4* 6... ( 2*-2 ) 2 ’ 

J z dz~ 1- 2- 3... n , 


J 0 


J z’<f '*( cos bz + sen bz)dz = — - " — 

0 (a + lrf^l *+' )’ 


| z c * l cos bzdz = 


1-2- 3... 


~ 77T cos ( « + 1 ) arc tan * 


( rf 2 + £ 2 )*2 

f* 

J e ai cos bz dz - -z -- 

J o a 2 + b 1 


j z e a 


sen bzdz— ~ 1 3 "~ ”, sen | ( n+ 1 ) arc tan 

{a 2 +b 2 TT 1 


n n 4- 1 ) arc tan 


2 En la Iecci6n 29 Cauchy prucba la siguientc igualdad: 

r it „[-■>('*/r* 4 '^,i±£ 


sd+S)-" 

2(«-l) J 2( » - I ) 


_ + _3 r 

■2(*-l)(l+y)-* + 2«-2 J (1+ y ) »-» 

3 En la ieccion 29 Cauchy demuestra quc 

J z*e ,t dz = Z-£---jz*~ i e**dz. 

a a J 


dy 


ft 
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z sen bzdz = 


En fin, a partir de las formulas establecidas en la leccion 31, se 
obtendra; al suponer primero que n es par, 

1- 3 - 5... ( « -_1_1 S., cos'xdx. 


f 2 . j 

sen xdx= -_ . , 

*o 2- 4- 6... n 


2* 4- 6 
1 1 


f tan "x dx= -- - — 

J 0 n-\ n 

y al suponer que n es impar, 

J 2 _* j_ 2-4 6... ( n - 1 ) 


- + ... + -± 1 + t , 
3 3 4 


sen ' x dx~ x - f 2 COS * xdx, 

sen xax l• 3* 5... ( * — 2)» J o 


- 1J 


I] ta n ’^x=— - — ^ ± ‘■ 

Los metodos de integracidn que hemos indicado nos dan a menudo 
los medios para transformar una integral definida dada en otra mas 


4 AJ suponer que n es un numero entero par, Cauchy demuestra que: 

J sen" xdx- — [ sen” -1 * + ^—-^sen" -3 ;r + ... 

3 - 5... (»- 3 )( « - 1) , 1.3.5...(»-3)(» = qi, 

+ 24 ...(«- 4 )(»- 2 ) 1 2 * 4 ... (» — 2 )» 

[cos* xdx » [ cos* “ 1 * + cos" “ 3 * + ... 

J n n — 2 


3 - 5 ... («- 3 )( »- 1 ) 
2 - 4 4 )( n - 2) 

Jtan" xdx = 


cos x) + 


n-l n -3 «- 

Por otro lado, si se supone que n es impar se tiene 

[sen* xdx= — -° $X ( sen*' 1 x + 


l»3-5...0r-3)(«-l) ^ 
2 • 42 ) » 

—-±unif x 


2- 4... (» — 4 )( » — 2 ) y 
1 • 3- 5... (»-3)( »- 1 ) 7 
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simple. Asi por ejemplo, cualquiera que sea la funcion/( x ), seobtendran 
las f6rmulas establecidas en la lecci6n 27 

I^P (x±a)Jx=l p(z)dz= j p (x) d X> 

J p (ax)dx~-\ p {x)dx y 

o ci o 

( 10 ) . 

J *-'e-“dx.±;f S-'e-Jx- , 

0 a *0 

f°° sen ax , f 08 sen* . 

K ~n~ dx= K ~~r ix ' 


Cuando en una integral relativa a la variables, la funcion bajo el 
signo J incluye a otra cantidad p cuyo valor es arbitrario, se puede 
considerar a esta cantidad p como una nueva variable; y a la integral 
misma corno una funci6n de p. Entre la funciones de esta especie, 
debemos senalar aquella que M. Legendre designb por la letra T y que, 
para valores positivos de p, se define a traves de la ecuacidn 

0 X Q 

Esta funci6n, de la cual se ocuparon Euler y Legendre, satisface en 
virtud de lo anterior a las ecuaciones 


jcos 1 ’ xdx= SCn- * ( cos"" 1 JC+ “COs"" 3 JC + ,, 


, 2-3...( g -4 )U-2) 

1 • 3* 5- 3 )( * - 1 )' 


ftun* xdx = 







Curso de analisis 


335 


( 12 ) 


( 13 ) 


r(i)=i,r(2)=i,r(3) = i-2, 

... ,r(n)= 1 - 2 - 3 ... ( *- 1 ), 




a 




en las cuales n designa a un numero entero, m a otro numero entero 
menor que n , y \i a un numero arbitrario. 
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(Trigesima sexta leccion) 


Transformacion de funciones cualesquiera de * 
o de x + b en funciones enteras de * o de h a las 
cuales se anaden las integrales definidas 
Expresiones equivalentes a esas 
mismas integrales 


Si en la ecuaci6n (23) de la leccion anterior se reemplaza/( z ) por 
su valor F^ h) (z), obtenido de la formula (21), se encontrara, bajo las 
mismas condiciones, 

F(x)~ F(x o)+ j — F' (#>) + ( ~ ^ F" (*&) + ••• 


( 1 ) 


(x-x>) n ~ l r (»->) 


1*2... ( n- 1 ) 


(*>) 


[ X 

* 1- 2* 3... ( n- 1 ) 


F (n) (z)dz l , 


1 Si x ) <s una funci6n real y F ( x ) e$ otra funcion que verifica con la primera la sigoiente 
ccuaci6n: 

(21) f (w) (^) = ^=/(^). 

Si F( x ) y sus derivadas -hasta la n 1 "™- son continuas entre los limites xo yx, se tiene 
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luego, al hacer jto = 0, 


Si se hacc en esta ultima F ( x ) x + h ), y se cambian enseguida 
las dos letras xy h y se obtendra la ecuaci6n 


(3) /(* + i)=/(*) + f/'(*) + £/"(*) + ... 




en la cual el ultimo termino del segundo miembro se puede representar 
de muchas formas distintas, ya que se tiene, en virtud de las formulas 
(14) y (19) de la lecci6n 35 2 , 


(23) f <—> w 




A partir de la f6nnula 17 de la leccion 22, se deduce que 
0^) J f(z)dz = j f(xo + z)dz = [ f(x-z) dz; 

*t 0 0 

y en consecuencia se obtiene 


(14) 






Cuando se tiene una funci6n que satisface la ecuaci6n =f(x), los valores de 

df 


dx „ -r d f-l' ’J 'j-* ' eU “ n dadoS ba ’° la forma \f( x } dx ' jJV( x)dxdx. 


Jf J/( x ) dxdxdx, de donde se obtiene la siguiente formula 
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(4) 


f {h-zlZ - f t*) ix + z ) dz 

= \ h -^- -A") (x + h - z)dz 

= r* 

J * 1*2-3 — (» 1 J 


= .../ (n) (x + z)</z". 

'o J o 

En la ecuacidn (3) se supone que las funciones f(x + z), 
f (x + z), ... , / *" * ( x + z ) son continuas entre los Hmites z = 0, 
z = h.Sc podria deducir esta fbrmula inmediatamente de la formula (1) 
al tomarx = xo + b,y al reemplazar*) porxy Fpor/ En ese caso el ultimo 
termino del segundo miembro seria igual a la tercera integral que aparece 
en la formula (4). 

Por lo demas se podria demostrar directamente la ecuacibn (3) 
usando varias integraciones por partes, y operando de manera similar a 
como lo hizo M. de Prony en una memoria publicada en 1805. En efecto, 
si en la fbrmula (13) de la leccibn anterior 3 , se reemplaza primerox por 
Xq + h y enseguida xo por x se obtendra 


(5) 


| f(x + z)dz = J f(x+ h-z)dz. 


Se tendra asi en consecuencia, 


n ■ /< x ) d *" .2^ 3...«-i z * dz 

+ (»-l){n- 2±l* z Zf (z)dz _ 


3 La formula (13) de la leccion 35 esti dada en la nota anterior. 
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t h e h 

(6) f(x + h)-f(x) = \ f' (x + z)dz= j f (x + h-z)dz. 

0 0 

Por otro lado, al integrar por partes varias veces seguidas se encuentra 

J/' ( x + h-z)dz 

= ^f'(x+h-z) + jZf"(x + h-z)dz 
= f. /' (.x+b-z) + ^~f" (x+h-z) 

+ J~/'" (x + h-z)dz 

(7) 

Z Z 2 

= jf’(x + h-z) + j-jf"(x+b-z) + ... 


1*2... 


- f (n -' ) (x+A-z) 


+ ^TT~^r\ f{ " )(x+h - z)dz ’ 

asimismo, al suponer que cada integration se efectua entre los limites 
z = 0 y z~ h, y que las funciones /(x + z), /' ( x + z), , 
/ *■ * ^ ( x + z ) son continuas entre esos limites, 


J f'(x+b-z)dz = ^f’(x) + y—f"(x) + .., 

o l 1*2 

,n ~ I 

t 


1*2*3... (n-l)n- V 




2*3... (»-l )n - 1 


f^ n \x+h-z)dz. 


(8) 
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Se podra deducir evidentemente de la f6rmula (6) una ecuaci6n que 
concuerda con la ecuacion (3), en virtud de la fdrmula (4). El mismo 
metodo podria servir tambien para establecer de manera directa la 
ecuacidn (2). 

Las integrales comprendidas en los segundos miembros de las 
formulas (2) y (3) no-son las unicas que pueden ser reemplazadas por 
otras semejantes a las comprendidas en la fdrmula (4), tambien se puede 
concluir de la ecuaci6n (13) leccion 23 que ellas son equivalentes a dos 
productos de la forma 


(9) 




- dz~- 




(n- 1) 


1-2- 3... n 


F (w) (0*), 


( 10 ) 

/">(* 


“9 h)\‘ 


( b-zf 


1 • 2 ■ 3...(«- 1) 


- dz~ 


1-2- 3... « 


■f ( ’\x + Sb), 


donde 0 designa a un numero desconocido que puede variar de un 
producto a otro al ser siempre menor que la unidad. Se tendra en 
consecuencia 


(II) 


/7(*)= j F(0)+y/ 7 '(0)+— 

+-^f («-•)( 0) + —^-f (,,) (0^)» 

1 - 2 * 3 ... ( «- 1 ) ^ ' 1*2 3 ...» 


f(x+h)=f(x) + ^f'(x) + -f--f"(x) + ... 


( 12 ) 


ti*~ l 


1-2-3...(»-l) 


./(«- | >( Jc) + 


•/< B >(x + 0A). 


Es importante observar que la funcion F(x), junto con sus deri- 
vadas, debe ser continua entre los limites 0 y x en la formula (11), y la 
fiincidn f(x + z), junto con sus derivadas, entre los limites z = 0 y 
z-h t n la f6rmula (12). 

Sea ahora u -f{ x\y , z,... ) una funci6n de varias variables inde- 
pendientes x,y, z .y hagamos 
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(13) F( a ) =/( x+ a dx,y + a dy, z + a dz ,... ). 

A1 reemplazar x por a, y al tomar en cuenta los principios estableci- 
dos en la leccion 14 4 , se obtendra a partir de la formula (11), 

f(x+a dx,y + ady,z + a dz,... ) 
c? u + ... 


(14) 


1 1*2 


+--- d n *« +--- 

12... ( w _ i) a “ 1.2-3...„ (0<XJ - 

Si la cantidad a deviene infmitamente pequena, sucedera lo mismo 
con la diferencia 

y al designar por p a esta diferencia, se encontrara 
f(x + a dx y y + a dy,z + a dz,... ) 


(15) 


u. , a, ,2 
= u + — « + ——- d u +... 


- d n 1 « + - 


1-2-3... » 




1-2... (»-l) 

Cuando las variables independientes se reducen a una sola variable 
x, entonces, al hacerj =/( x ), se obtiene la formula 


(16) 


f{x + adx)=y + * + —^ + 


+-—-*~ 1 y +-—- ( d n v + Q) 

1-2-3... (*-1) ^1-2-3... ^ PJ> 

Supongamos ahora que para un valor particular^ de la variables, 
la funci6n /( x ) y sus derivadas hasta la de orden n - 1 se anulan; 
entonces se obtiene de la formula (12) 


Se irata de los principios ya comentados en la nota 1 de la lecci6n 19. 
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(17) f(xo + h)~ t 2 * 3 ■—/ (l,) (»> + 8 A) 

y al sustituir por la cantidad finita h una cantidad infinitamente pequena 
que designamos por i, 

(18) /(»+«•>- ^.' 3 — / (,)( » + e O. 

Si al tomar a las funciones f(x),/’(x) .todas 

salvo la primera se anulan en el valor particular x = xo , la ecuaci 6 n (18) 
se debe reemplazar por la siguiente: 

(19) /(«. + »•)-/(»)=■ , , 2 .3 — + 

Si bajo la misma hipotesis se escribe x en lugar de xo , y si se pone 
f( x )~y> Ax = i~a h, 
la ecuacion (19) tomara la forma 


( 20 ) 




~{d n y + P), 


donde p designa, al igual que a , a una cantidad infinitamente pequena. 
Se podra deducir la f6rmula (20) de la ecuacion (16) al observar que el 
valor atribuido a x anula las diferenciales dy, d 2 y, ... , d” l y, al 

mismo tiempo que las funciones derivadas f ( x ), / "( x ). 

/ ( ” _l) (ar). 

La ecuacion (20) permite igualmente resolver el cuarto problema de 
la sexta lecci6n en aquellos casos en los que los metodos propuestos para 
ello resultan insuficientes. En efecto, si se supone que y y z son dos 
funciones de la variable x t y si se supone tambien que para el valor 

particular xo la fracci6n s — al igual que las siguientes -p » 




reducen a la forma entonces, al hacer Ax = CLdx, y al 
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designar por (3 y y a dos cantidades infinitamente pequeiias, se tendra 
para x - xo, 


( 21 ) 




1-2- 3... 


Sd m y + P), 


Az — ~ 


1-2*3... m 


(j m 2+y), 


( 22 ) 


s = lim 


Z 4- A y 
y + Ay 


- lim — = lim 


d m z + y 

*"j>+P 


i m y 


Ejemplo. Se tendra para x~ 0 

sen 2 x _ d 2 ( sen 2 x ) 

1- cos x d 1 { 1-cosx) 


2 ( cos 2 * - sen 2 x ) _ ^ 
cos a: 
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(Trigesima septima leccion) 


Teoremas de Taylor y de Maclaurin 
Extension de esos teoremas a las funciones 
de varias variables 


Llamamos una serie a una sucesion indefinida de terminos 

(1) UO, U\ , U2, ... , tin, , 

que se derivan unos de otros segun una ley conocida. Sea 
S n — Wo + U\ + Ui + ... + Un ~ 1 

la suma de los primeros n terminos, en donde n designa a un numero 
entero cualquiera. Si, para los valores siempre crecientes de n, la suma 
s„ se aproxima indefinidamente a un cierto Hmite j, la serie se dira que es 
convergent, y el Hmite s representado por la notacidn 

«o + ti\ + Hi + ... 

se llamara la suma de la serie. Si por el contrario, mientras que n crece 
indefinidamente, la suma s„ no se aproxima a ningun Hmite fijo, la serie 
sera divergente y no tendra ninguna suma. En ambos casos, el termino 
que corresponde al indice n, a saber Un , se llama termino general. Ademas, 
si en la primera hipotesis se hacer — r» — rn, Tn sera Ilamado el residuo de 
la serie a partir del »-esimo termino . 


1 Todos los conceptos aqui dados ya fueron introducidos por Cauchy en el capltulo VI del 
An alias Algtbraico. 



346 


Augustin-Lou is Cauchy 


Una vez dadas estas definiciones, resulta claro a partir de las formulas 
(2) y (3) de la leccion 36, que las series 

(2) F( 0), ff'(O), ^JF"(0) ( 0). 


( 3 ) 




2-3 


•/”’(*) . 


seran convergentes y tendran por sumas respectivas a las dos funciones 
F( x )>f(x+ h), siempre que las dos integrates 


(4) 




<5) 


converjan, para valores crecientes de n> al limite cero. Se tendra en 
consecuencia 


(«) f(^) = F(0) + Yf'(0) + ^F'(0) + ^-jF'"(0) + ... , 

si es que la expresi6n (4) se anula para valores infinitos de n, y 

(7) f(x+h)=f(x) + ±f (x) + -^f (x)+j~f (*) + •••. 

si es que la expresion (5) satisface la misma condition. Las formulas (6) 
y (7) incluyen a los teoremas de Madaurin y de Taylor 2 . Cuando las 


En !o que respecta a fa demostracion de la formula de Taylor, Cauchy hace ver claramente 
c6mo es que ella depende de los principios del calculo diferencial y del calculo integral. 
Contrasts puis cl lugar que ocupa dicha fdrmula en el cuerpo general del Anilisis de Cauchy, 
en relacion al lugar que dicha formula ocupa en el Analisis Matematico de J.L Lagrange. 
Como ya se ha senalado, en $u Teorta de Funciones AnaliUcas y en sus Lecciones sobre la Teoria 
de Funciones, Lagrange considera que dicha formula no requiere de mas demostraci6n que 
aquella derivada de la caracterizacion de una funci6n como una expresion de tipo analitico 
o algebraico. Mas aun, la formula de Taylor es para Lagrange la que permite introducir los 
conceptos fund amen tales del cilculo diferencial dc manera independiente de otras nocio- 
nes, como las de Itmiles, canlidades infiniiamentepequenas, jluxiones, etc (CJr. nota 4 leccion 3). 
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integrales (4) y (5) satisfacen las condiciones establecidas, ellas sirvcn para 
desarrollar las dos funciones F( x ) y/( x+ h ) en series ordenadas en 
potencias enteras y ascendentes de las cantidades x y h. Los residuos de 
esas series son precisamente las dos integrales en cuestion. 

Supongamos ahora que se designa por u =/( X t y , z ,... ) a una 
funcidn de varias variables independientes, y que en las ecuaciones (2) y 
(3) de la leccidn anterior se sustituye la ecuacidn (14). Se tendra en ese 
caso 


( 8 ) 


f(x + a dx,y + a.dy,z+ a dz,... ) 

=u+s i du+ fh* u+ T 2 h d3u+ -> 


siempre que se anule para valores infinitos de n el termino 

--- F ( " ) ( 0 a ), al igual que la integral que representa a este 

1-2-3 ... n 

termino y que se puede escribir bajo la forma 


(9) 


u 


1 “—^ - -F ( ” ) (v)rfv. 


2 3...(»-t) 


Se encontrara enseguida, al poner a = 1 , 

du d z u d l u 

(10) f(x+dx t y + dy,z + dz,... ) = U + Y + J72 vTl 


siempre que la integral 


(11) [‘ (l-v)— f(-) (v) rfv. 

cumpla con lacondicion enunciada. Cuando las variables independientes 
x ,y , z,... se reducen a la unica variable x, la ecuacion (10) deviene 


( 12 ) 


, , . du d 1 u 

/( x + d x ) = » + — + h 


d'u 

1-2-3 


La cual coincide con la ecuacion (7), es decir, con la f6rmula de 
Taylor. Al reemplazar x por cero y dx por x, se Uega de nuevo al teorema 
de Maclaurin. Podemos decir tambien que la ecuacion (10) y la ecuacion 
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que se obtiene al reemplazar x,y ,z ,por cero y dx, dy , dz ,... por 
x ,y,z,... permiten extender los teoremas de Taylor y Maclaurin a las 
funciones de varias variables. Finalmente podemos decir que las ecuacio- 
nes (6), (8), (10) y (12) coinciden con las ecuaciones (4), (6), (7) y (8) de 
la leccion 19 cuando F( x) y f(x) representan funciones enteras de 
grado n. 

Como la ecuaci6n (19) de la leccibn 22 permite establecer que la 
integral (4) es equivalente al producto de la forma 


(13) 


x _Lxz**jri 

1-2- 3... (»- 1 ) 


F (B) (eA:), 


en donde 0 designa a un numero menor a la unidad, es claro que los 
valores infinitos de « hacen que esta integral se anule, si ellos reducen a 
cero a la fiinci6n 


(14) 


(x-z)”-' 
1-2* 3... (*- 1 ) 


F (n \z) 


para los valores de z comprendidos entre los limites Oyx Esta ultima 
condicibn se cumple claramente si el valor numerico de la expresion 

F^ n ^ ( 0 x ), cuando este sea un valor real, o su modulo, cuando sea un 
valor imaginario, no crezca indefinidamente conforme n aumenta. En 
efecto, ya que la cantidad 


»(»-*)=(§ 

crece junto con el numero m entre los limites m = l ,m = - ,y como se 
tiene ^ 


l(»-l)<2(»-2)<3(»-3)<... , 

1-2 - 3 — (ir — !)>(» — I )'T 1 > 

se puede afirmar que el valor numerico o el modulo de la expresion (14) 
permanecera siempre inferior al valor numerico o al mbdulo del producto 
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Ahora bien, este producto es nulo, bajo la hipbtesis admitida, para 
n = co. 

Ejemplos. Si se toman como valores sucesivos de la funci6n F{ x ) 
e x , sen*, cosx, 

se encontraran para los valores correspondientes de ^ ( 0 x ) 

e Qx , sen^~ + 0*j, cos^^ + 0jfj. 

Como estas ultimas cantidades permanecen finitas, cualquiera que sea 
x, mientras que n aumenta, se debe concluir que el teorema de Maclaurin 
siempre es aplicable a las tres funciones propuestas. Se tendra en con- 
secuencia, para cualquier valor dexy para los valores positivos d tA , 




12 3 


( 16 ) 


yf = / M =l+- 


1-2 


illAl, 

1 - 2 - 3 


( 17 ) 


(18) 


senx= sen ( 0 ) + - sen | —- sen j — 


12-3 


f 3n 

1 2 
V 


1 1 - 2-3 1 - 2 - 3 - 4-5 


cos a: = cos 


(¥>■ 


1 - 2 - 3 


= 1- 


12 1 - 2-3 4 
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Cuando la funcion deviene infinita para los valores 

infinitos de n , la expresion (14) puede converger tambien hacia el Hmite 
cero. Esto es lo que sucedera, por ejemplo, si se toma 
/ 7 (A:) = /(l+jr),ysial mismo tiempo se da a*un valor numerico mas 
pequeno que la unidad. En efecto, se tendra en ese caso, al suponer 
z = 0*,0 < 1 ,jc 2 < 1, 


(*-*)* 


(19) 


1 ■ 2 * 31 ) 


7 (») 


(«) 


n — 1 - l 

(l+z) tt _± 


=± (x-z) 


i-e 
1-0 I 1 + 0* 


y, puesto que la fraccion 


1-0 
1 + 0 * 


sera claramente inferior a la unidad, la 


expresidn (19) se anulara para n = oo. Se encontrara en consecuencia, para 
todos los valores dejccomprendidos entre los limites - 1 y + 1 , 


'<> + *)=T-r 


(20) 
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(Trigesima octava leccion) 


Reglas sobre la convergencia de las series 
Aplicacion de esas reglas a la serie de Maclaurin 


Las ecuaciones (6) y (7) de la leccion 37 solo pueden subsistir en el 
caso en el que las series (2) y (3) sean convergentes, es por ello importante 
fijar las condiciones de la convergencia de las series. Este es el punto del 
cual nos ocuparemos. 

Una de las series mas simples es la progresibn geometrica 
(1) a, ax, aJ , ax , , 


que tiene por termino general ax . La suma de sus primeros n terminos, 
a saber 


a( \+x + x 2 +...+x H l ) = a 


1 -xT 


a 

1 -x 


\~x 


convergera, para los valores crecientes de n, hacia el limite fijo --, si 

el valor numerico de la variable x, si se supone real, o el m6dulo de la 
misma variable, si se supone imaginario, es un numero menor que la 
unidad, mientras que en el caso contrario esta suma dejara de converger 
a un limite semejante. La serie (1) sera entonces siempre convergente en 
el primer caso y siempre divergente en el segundo. Esta conclusi6n 
subsiste aun cuando el factor a deviene imaginario. 

Consideremos ahora la serie 


(2) 


« 0 , U\ , U 2 , Ui, 
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compuesta de terminos cualesquiera, reales o imaginarios. Para decidir si 
es que es convergente o divergente no sera necesario en absoluto el 
examinar sus primeros terminos, los cuales inclusive se podran suprimir 
de modo que se pueda reemplazar esta serie por la siguiente 

(3) Urn , Um + 1 , Um + 2 > • 

en donde m designa a un numero tan grande como se quiera. Sea ahora 
p« el valor numerico o el modulo del termino general u n \ es claro que la 
serie (3) sera convergente si los mddulos de sus diferentes terminos, a 
saber 

(4) pm, Pm+1, Pm+ 2, , 

forman a su vez una serie convergente, y sera divergente si p„ no decrece 
indefmidamente para los valores crecientes de n 1 . Dicho esto, se estable- 
ceran facilmente los dos siguientes teoremas. 

Teorema 1. Enconlrar el Umite o los llmites hacia los cuales converge, 
mientras que n erect indefmidamente, la expresion ( p„ )H,y sea X el mas grande 
de esos llmites. La serie (2) sera convergente si se tiene X < 1, y sera divergente 
si se tiene ‘k > 1 2 . 

Demostracion. Supongamos primero que X < 1 y elijamos de 
manera arbitraria entre los dos numeros 1 y X a un tercer numero p , de 
modo que se tenga X < |i < 1; al crecer n mas alia de cualquier Hmite 
asignable, los valores mas grandes de ( p n )* no podran aproximarse 
indefmidamente al limite X sin terminar por ser constantemente infe- 
riores a p . Sera posible en consecuencia atribuir al numero entero m un 
valor suficientemente considerable para que, al ser n igual o mayor que 
m, se tenga constantemente ( p» )»< p, p„ < p" . Los terminos de la serie 
(4) seran entonces numeros inferiores a los terminos correspondientes de 
la progresidn geometrica 


1 Condici6n conocida comunmente como condicidn de convergtnria absolute. 

1 Este teorema coincide con los teoremas 1 del §2 y 1 del §3 del capitulo VI del Anaiisis 
Algebraico. Como se menciono en la nota 4 del capitulo VI, al hablar Cauchy del “mis 
grande de esos limites” sugiere que con ello es posible determinar al elemento del que se 
trata si es que hay tan solo un numero finito de llmites subsecuenciales o bien si se trata de 
un numero infinito. 
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(5) h-.h—.m-**....; 

y como esta ultima es convergente (visto que (i < 1), lo mismo se podra 
decir de la serie (4) y, en consecuencia, de la serie (2). 

Supongamos en segundo lugar que X > 1, y pongamos de nuevo 
entre los dos numeros 1 y X a un tercer numero |i, de modo que se tenga 
X > p > 1 . Si n crece mas alia de todo llmite, al aproximarse indefinida- 
mente a X los mas grandes valores de ( p» )■, terminaran por rebasar a 
p . Se podra entonces satisfacer la condicion ( p« )» > p » 6 p» > \i n > 1 
para valores de n suficientemente grandes; se encontrara en consecuencia 
en la serie (4) un numero indefinido de terminos superiores a la unidad, 
lo que bastara para constatar la divergencia de las series (2), (3) y (4). 

j » , p»+i 

Teorema 2. Si para los valores creaentes de n, la razon converge 

y pn 

hacia un llmite fijoX, la serie (2) sera convergente siempre que se tenga X < \y 
divergente siempre que se tenga X > 1. 

Demostracion. Tomese de manera arbitraria a un numero e menor 
que la diferencia que existe entre 1 y X; sera posible atribuir a m un 
valor suficientemente grande para que al ser n igual o superior a m, la 

razon ^ permanezca siempre comprendida entre los dos limites 
Pn 

X — e, X + £ . Los diferentes terminos de la serie (4) estaran entonces 
comprendidos entre los terminos correspondientes de las dos progresio- 
nes geom&tricas 

pm, pm( X-G ), p^(X-e) 2 , p w ( X-8) 3 , , 

pm, p«(X + e), p w (X + e) 2 , p w (X + e)\ ... , 

las cuales son ambas convergentes, si se tiene X < 1, y ambas divergentes 
si se toma X > 1. Se tiene entonces etc . 


3 Este es el modo en el que Cauchy termina su demostracion, es claro el significado que 
tiene aqui el termino “etc". 
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Escolio. Serla facil probar que el Hmite de la razon ——en el caso 

Pn 

en el que dicho Hmite exista, es al mismo tiempo el Hmite de la expresidn 
( p» ) ■ (Cfr. el Analisis Algebraico Cap. VI) 4 . 

Al aplicar los teoremas (1) y ( 2 ) a la serie de Maclaurin, a saber 

( 6 ) F(0), ff'(O), . 

se obtiene la siguiente proposition: 

Teorema 3. Sean p„ el valor numerico o el modulo de la expresion 
F ( - n \0)yX el Hmite hacia el cual converge, mientras que n erect indeftnida- 
mente, el mayor de los valores de ( p„ )i, o bien el llmite iinico, si es que existe, 

de la razon ~ . La serie ( 6 ) sera convergente siempre que el valor numerico 

o el modulo de la variable x sea inferior a T>y sera divergente siempre que el 
valor numerico o el modulo supere 7 -. 

Ejemplos. Si se toman como valores sucesivos de F( x ) 
sen*, cosx, /( 1 +x), (l+x/*, 

en donde p es una cantidad constante, los valores correspondientes de 
^ seran 


oo, 00 , 00 , 1 , 1 . 

En consecuencia, las series comprendidas en las ecuaciones (16), (17) 
y (18) de la leccion 37 seran convergentes entre los Hmites x =- 00 , 
x ~ + 00 ; es decir, para cualquier valor dex. En cambio la serie 


4 El teorema 2 coincide con los teoremas 2 del §2 y 2 del §3 del capitulo VI. Es importante 
senalar que en cl capitulo VI Cauchy deni nest ra estos teoremas a parti r del primer teorema 
(que enuncia el “criterio de la raiz”) con ayuda del teorema 4 §3 del capitulo II, teorema 
que demuestra precisamente el enunciado de este escolio. 
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1 Xy 1-2 ’ 123 

^ u(4-l)...(H“*» + U. a 

1-2-3. ..n 

y la serie incluida en la f6rmula (20) de la leccion 37, no seran 
convergentes si es que la variable x es real y se encuentra entre los limites 
x-- 1 yx -+ 1 . 

Hemos ya serialado que la serie (6) es real y que tiene por suma 
F( x ) siempre que la variable x sea real y la variable z se encuentre entre 
los limites 0, x y que la expresion (14) de la leccion 37 se anule para los 
valores mfinitos de n. Esta ultima condicion claramente se satisface si la 
expresidn de la que se trata es el termino general de una serie convergente; 
y esto sucedera, en virtud del teorema III, si para valores crecientes de n 
el mddulo o el valor numerico del producto 


x-zF {n *' ) {z) 
n f(">(z) 


converge hacia un limite inferior a la unidad. 

Ejemplo. Sea 

donde fi designa a una cantidad constants. Si en la expresion (8) se 
reemplaza z por 0 x } esta expresidn deviene 


de la forma —x 


1-8 n -« 1 - 9 / 1-*0 

1 +0* n " l+Qx{ n ) 

•ara los valores crecientes de n 
limite cuyo valor numfcrico sera i 


y por lo tanto converge para los valores crecientes de n hacia un limite 
1 — -inferior a la 


1 + 0 * 


unidad, si se supone que* < 1. Se tendra entonces bajo esta condici6n, 
(9) (i + ,y ■ i+ *,+1 + ’■ 


5 Ya hemos comentado la relacibn que guardan entre si la f6rmu!a del binomio de Newton 
y la fdrmula de Taylor, este ejemplo muestra que para Cauchy la f6rmula del binomio se 
puedc derivar como caso particular de la f6rmula de Madaurin. 
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Se probara igualmente que la ecuacion 


( 10 ) 


( 1+«a , ) m =1 + ^x + 


1-2 




subsiste para los valores reales o imaginarios de la constante a, si el valor 

numerico de x sea inferior al m6duio de —. 

a 

Se podria creer que la serie (6) siempre tiene a F(x) por suma, 
cuando es convergente, y que cuando sus diferentes terminos se anulan 
uno tras otro la funci6n F ( x ) se anula tambien; pero para poder asegurar 
que esto no es asi basta observar que la segunda condicidn se cumple si 
se supone 


y la primera condici6n se cumple si se supone 

F{x)^e~ x +r(;J. 


Sin embargo, la funci6n e [x j no es identicamente nula, y la serie 
que se deduce de la ultima hipotesis tiene por suma a su primer termino, 

e~ x y no al binomio f x +*"(*). 




XXIV 


(Cuadragesima leccion) 


Integracion por series 


Consideremos una serie 

( 1 ) #0 , U\ , Ui, U) , .... ti n , 

cuyos terminos sean funciones continuas de la variable x entre los Hmites 
* = ;eo, x = X. Si, tras haber multiplicado esos mismos terminos por 
dx , se les integra entre esos Hmites, se obtiene una nueva serie compuesta 
de integrales definidas 

.X •X mX ,X rX 

(2) I uodx, I u\dx, J uzdx, J U}dx t ... , J u»dx . 

Xt Xi Xi Xi Xt 

Comparando esta nueva serie con la primera, se obtendra sin 
dificultad el teorema siguiente. 

Teorema 1. Supongamos que la serie (1) es convergence no solo para los dos 
Hmites x = Xo y x = X tino tambien para todos los valores de x comprtndidos 
entre estos Hmites. La serie (2) sera tambien convergencey si llamamos sala suma 
de la serie (1 \ la. serie ( 2 ) tendra como suma la integral 

J sdx. 

En otras palabras, la ecuadon 


( 3 ) 


s — Uo + U\ + Ui + Ui +... 
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implica la siguiente: 

,X >X .X .X .X 

( 4 ) J sdx = J u 0 dx + ) uidx+J Uidx + J Uidx+... . 

X* X, X, X, 

Demos tracibn. Sea 

(5) Sn = Uo + U\ + «2 + * • ■ + tin - I 

la suma de los n primeros terminos de la serie (1) y r n el residuo a partir 
del n —esimo termino. Se tendra 


( 6 ) 


J = Sn + Tn ~ Uo + U\ + Ui + .. • + Un - l + r n , 


y se concluira 


(7) 





Xo Xt 


En virtud de la formula (14) de la leccibn 23, la integral j" r n dx es 

un valor particular del producto r n (X-x<>) que corresponde a un valor 
de x comprendido entre los limites xo> X. Como consecuencia de las 
hipdtesis, este producto sera nulo para los valores infinitos de tt, es 
entonces claro que se obtendra la ecuacibn (4) al poner, en la formula 
(7), H = 00 l . 


1 Este teorema guarda una estrccha relacion con el teorema 1, §1 del capitulo IV del AnAJisis 
Algebraico. Por un lado, al igual que en este, para poder asegurar la validez del resultado se 
requicrc afiadir una hipotesis sobre el modo de convergencia en la ecuacibn (3)— la ecuaci6n 
(3) debc incluir la convergencia uniforme- . Es precisamente por ello que Cauchy utiliza 
una estrategia de demostracibn muy similar en los dos teoremas: supone que, en virtud de 
la misma ecuacibn (3), el valor del residuo r„ puede hacerse tan pequeno como se quiera y 
su efecto en el calculo podra eliminarse. 

Pero la propo$ici6n que se desea probar aqul tiene el merito de tratar de establecer la 
validez de un procedimiento utilizado comunmente en la epoca. Podemos dccir que de 
Fourier hasta Riemann (y ello sin tomar en cuenta los procedimientos del cilculo efcctuados 
durante el siglo XVIII sobre la base de esta proposition) este procedimiento es usual para 
calcular y operar con series trigonometricas. Es con base en el que, por ejemplo, Fourier 
encuentra que los coeficientes a n , b n en la serie trigonometrica de una funci6n 
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Corolario I Si en la formula (4) se reemplaza X por x, se obtiene la 
siguiente fbrmula 

(8) J sdx=j uodx + \ u\dx+\ uidx+... 

Xq Xq Xq Xo 

que sera verdadera, como la ecuacion (3), entre los Hmites x — xoyx — X. 

Corolario II. Supongamos que la serie (1) es convergente para 
x = ^ y para todos los valores de x comprendidos entre x^yX, pero que 
deja de serlo para x-X. Bajo esta hipotesis las ecuaciones (3) y (8) 
subsisten aun entre los Hmites en cuestibn. Ademas la ecuacion (4) 
subsistira si las integrales comprendidas en el segundo miembro forman 
una serie convergente. En efecto, se puede ver sin dificultad que si esta 
condicibn se cumple, los dos miembros de la ecuacibn (8) seran funciones 
continuas de la variable x en la vecindad del valor particular x-X [vease 
t\ Analisis Algebraico 2 ], bastara entonces hacer tender ax a ese mismo valor 
para obtener los dos miembros de la ecuacion (4). Si, por el contrario, las 
integrales del segundo miembro de la ecuacion (4) forman una serie 
divergente, esta misma ecuacion desaparece. 

Corolario III. Supongamos que la serie (1), al ser convergente entre 
los Hmites x = Jto y x = X, deviene divergente para el primero de estos 
Hmites o para ambos. Entonces, al designar con y % a dos cantidades 
entre xq y X, se obtendra la ecuacion 


f(x ) = a„ c°s nx+ bn sen nx son de la forma -if /(t)cosntdt, 

b„ = — f /( i ) sen ntdt. 
n -h 

En su memoria Sobre la posibilidad dt representor unafuncibn en serie trigonometrica de 1854, 
Riemann comete el mismo error en la demostracion de uno de los teoremas centrales. 

Fue Heine quien en 1870 en su memoria a prop6sito de las series trigonometricas (fiber 
trigonometrische Reihc), introduce de manera explicits la condici6n de la convergence 
uniforme de una serie trigonometric! para poder asegurar ia unicidad del desarrolio para 
una funcion. Dicho concepto de convergencia uniforme, segun relata el propio Heine, ya 
habia sido introducido por Weierstrass en sus cursos de Berlin como una condicion necesaria 
para poder asegurar que cl limite de una serie convergente de funciones continuas es una 
funci6n continua, as! como la propiedad establecida por cste teorema 1. 

2 Se refiere al teorema 1 §1 del capitulo VI. 


360 


Augustin-Louis Cauchy 


(9) 


f sdx = f uodx+ f 


u l 



U2dx + ... 


luego, al hacer convergeral limite xb, y% al limite X, se tendra de nuevo 
la ecuacion (4), a condicion de que las integrates incluidas en el segundo 
miembro formen una serie convergente. 

Esta observation se extiende a los casos en los que las cantidades xo 
y X son, una o ambas, infinitas; por ejemplo, en el caso en el que 
Xq = - oo, X = oo. 


Corolario IV. Si se toma Un = a n ri i , a n es un coeficiente real o 
imaginario, y si ademas se designa por p« al valor numerico — o al 
modulo— de a n , y por X al valor mas grande que toma la expresidn 
( P » )* cuando el numero n deviene infinito, la serie (1) seti convergente 


{CJr. el teorema 3 de la lection 38) entre los Hmites x 


1 



l 

X ’ 


Entonces si la variable x esta comprendida entre estos Hmites y si se tiene 
(10) s = a 0 + a\x+ ai£ +... , 


se encuentra 


( 11 ) 


s dx = aox+ ai — + ai— + ... . 
3 2 3 


Esta ultima ecuacion subsiste (ver el corolario II) para los valores 


particulares x - 


, si para esos valores particulares no deja de 


ser convergente la serie aox, j a\ jd, y m x ?,... 


Con ayuda de estos principios, se podra desarrollar un gran numero 
de integralesen series convergentes que permitiran encontrar valores para 
esas integrates tan cercanos como se quiera. Es en esto en lo que consiste 
la integration por series. Se puede emplear este metodo de integracidn para 
desarrollar en series toda clase de cantidades, y con frecuencia, para llegar 
a ello, mas conveniente es expresar a las cantidades dadas a traves de esas 
integrates defmidas y aplicarles a estas el metodo descrito. 


Ejemplos. Para desarrollar en series a las funciones / ( I + x ), 
arc tan x, arc sen a:, se podra recurrir a las f6rmulas 
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arc sen x 



y, como se tiene, entre los limites x — — 1, x — + 1, 

—!—= 1 -X + 3? , 

1 + X 


1 

1+x 2 


: 1 - X 2 + X - 


,1 1 2 1*3 4 


1-3-5 


2-4-6 

la integracion por series dara, entre esos mismos limites, 

x' 

2 + 3 

x> 


X +... , 


l(l+x)=X-f+J~. 


( 12 ) 


arc tan x-x 


" 3~ + 5 


lx 3 

arc sen x = x + — ” 


1-3^ 
h 2-4 5 ' 


1 - 3 • 5 x 


2-4-67 

Si en la ecuacion (12) se hace x= 1, las series comprendidas en el 
segundo miembro permaneceran convergentes, asi se tendra, en virtud 
del corolario II, 


71 11 

I =1+ 2l 


1-3 1 1-3-5 1 
' 2-4 5 2-4-6 7 


( 13 ) 
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Se demuestra facilmente (vease c\ Andlisis Algebraico 3 ) que dos series 
convergentes ordenadas segun las potencias ascendentes y enteras dex, 
solo pueden dar la misma suma, para valores muy pequenos de*, si es 
que los coeficientes de las potencias semejantes dear son iguales para las 
dos series. A partir de esta observaci6n, y del teorema 3 de la leccion 38, 
resulta que si las dos series son convergentes y tienen la misma suma para 
los valores reales de * comprendidos entre - r y + r (r designa a una 
cantidad positiva), cumpliran las mismas condiciones para los valores 
imaginarios de x cuyos m6dulos sean inferiores a r. Dicho esto, se 
deducira sin dificultad de los principios anteriores el siguiente teorema: 

Teorema 2. Si para los valores reales de z comprendidos entre los llmiteszoy 
Z>ypara los valores reales dex comprendidos entre los limites - ry+ r, las fundones 

y 

(I4) F(x)~f/(x,z)dz 

*0 

son desarrollables, por el teorema de Maclaurin, en series convergentes ordenadas 
segun las potencias ascendentesy enteras dex;y si ademds las sumas de estas series, 
cuando x es imaginaria, siguen representadas por la notacionf{ x F(x), 
la ecuaaon (14) subsisted para los valores imaginarios de x cuyos modulos sean 
inferiores a r. 


Ejemplo. Como se tiene, para valores cualesquiera dear, 

* -/. «'* ‘ r< '" >2 dz = r f r\ +z 2 ") iz 

y en consecuencia 

(i5) iy^dz-^/, 

se concluira, al reemplazar x porarV—I , 


J e~ z cos2zxdz = -nte~* 2 . 

o 2 

Esta ultima formula, que debemos a M. Laplace, es muy util en la 
solucion de varios problemas. 


Teorema 6 §4 capitulo 6. 




